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NOUVELLE MÉTHODE 

POUR LA RÉSOLUTION 

DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 

D’UN DEGRÉ QUELCONQUE; 

D'après laquelle tout le calcul exigé pour cette Résolution 
se réduit à remploi des deux premières règles de l’Arith- 
métique : 

PAR F. D. BUDAN, D. M. P. 


« On peut regarder ce point comme le plus important de tonte l’Analyse 

» D conviendrait de donner dans F Arithmétique , lea régies de la Résolution des 
a Equations numériques, sauf k renvoyer à l’Algèbre k démonstration de celles 
» qui dépendent de la théorie générale des Equations [ Traité de la Résolution 
a des Equations numériques de tous tes degrés , par J. L- Lagiuxüe, Leçons 
• du même auteur aux Ecoles normales ] a. 



A PARIS, 

Chea Courcier , Imprimeur-Libraire pour les Mathématiques, 
quai des Augustin», n* 57. 


AM sis 1807. 



Digitized by Google 


Digitized by Google 


A L’EMPEREUR ET ROI, 


J * 
■ 'ï 

Sire, 


Tandis que les Muses qui président à la Poésie 
et à l’Eloquence s'empressent , à l’envi , d’offrir leurs 
tributs à Votre Majesté, la Muse des Hautes Sciences 
pourroit-elle demeurer en retard ? Les Sciences et les ' 


Arts doivent surtout Fhommage de leurs découvertes A 
un Prince qui joint au pouvoir de les protéger , l’avan- 
tage d’être , par ses vastes connoissances , un juste 
appréciateur de leurs progrès. 

Vous le savez , SIRE , les inventions dans l’Analyse 
algébrique sont des phénomènes assez rares. Peut-être 
aussi Votre Majesté jugera- t-elle que la Méthode 
que j’ai eu le bonheur de découvrir, n’est pas sans 
quelque utilité. Quels résultats , en effet , n’a-t-on pas 
droit d’en attendre dans ces recherches physico-mathé- 
matiques , où l’on est conduit à des équations d’un degré 
tant soit peu élevé , qui jusqu’à ce jour déconcertaient 
les plus savans calculateurs , et dont la résolution , par 
la nouvelle Méthode , sera désormais l'ouvrage des 
arithméticiens les moins versés dans les profondeurs 
de la Science. 

Par ce double motif, j’ose espérer que V. M. dai- 
gnera me permettre de Lui dédier ce produit d’une 
longue méditation. 

Je suis , avec le plus profond respect , 


SIRE, 


DE VOTRE MAJESTÉ 

Lê très-humble , très-obéissant 
et très-fidèle Sujet , 

F. D. BUDAN , D. M. V. 
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AYANT-PROPOS. 


Cet Ouvrage traite d’une matière sur laquelle se spnt 
exercés les plus célèbres Analystes, depuis Viète jusqu'à 
M. Lagrange ; c’est-à-dire , depuis le premier âge de l'AJgèbre 
jusqu'à nos jours. 

Avant les écrits de M. Lagrange sur la résolution des 
équations numériques , les travaux multipliés de ses prédé- 
cesseurs n’avoient abouti qu’à des méthodes incertaines , 
et rebutantes dans la pratique. Celle qu’il a publiée est 
exempte d'incertitude , mais on convient généralement que 
la pratique en est encore assez rebutante. Elle ne permet- 
troit certainement pas de remplir le vœu de cet illustre 
Géomètre , qui voudroit qu’on enseignât, dans l'Arithmétique 
même , les règles de la résolution des équations numériques. 

C’est donc pour nous conformer à son désir que nous avons 
cherché une méthode d’une théorie plus simple , qui fût 
en même temps sûre et vraiment usuelle, susceptible, en 
un mot , d'étre pratiquée par les commençans eux-mémes. 
Cette méthode simple et facile , nous sommes parvenus à la 
découvrir ; et nous avons ainsi couronné assez heureuse- 
ment , ce semble , les travaux de deux siècles sur cet objet. 

Il a paru convenable de présenter d’abord une histoire 
abrégée de ces travaux : on pourra , d’après cette notice , 
juger de l’importance attachée par les plus grands Géomètres, 
au problème de la résolution des équations numériques. 

Nous donnons ensuite un algorithme qui fait trouver , 
par de simples additions et soustractions , tous les termea 
des transformées en(ar — »),(*— - a ) , etc. , d’une équation 
donnée en x. Cet algorithme a reçu , le a3 mai i8o3 , l’appro- 
bation de la première Classe de l’Institut. 


Puis , après avoir rappelé diverses notions fournies par 
l’Algèbre , concernant les équations numériques , nous ex- 
posons successivement les trois parties dont se compose la 
nouvelle Méthode. Nous faisons voir quels sont les cas 
dans lesquels la première partie suffit toute seule à la 
résolution de l’équation ; quels sont ceux dans lesquels il 
faut joindre la seconde à la première ; et dans quels cas , 
enfin , l'on est obligé de recourir à la troisième pour dé- 
couvrir les limites des racines incommensurables. Cette 
dernière partie sert aussi à approcher , jusqu'à telle décimale 
qu'on voudra , de la valeur exacte des racines dont on a 
déjà des limites. , 

Cet écrit est terminé par des Notes contenant des détails 
qui nous ont paru d une assez grande importance pour 
nous faire desirer qu'elles soient lues avec la même attention 
que le corps de l'Ouvrage. 

La première partie de notre Méthode a obtenu, le 3i oc- 
tobre i8o3, l'approbation de la première Classe de l’Institut , 
qui a reconnu , dans ce nouveau procédé, une Méthode 
générale , directe et sûre , pour résoudre une équation 
numérique , dans les cas où l'on sait que toutes ses racines 
sont réelles. Des circonstances particulières ont empêché 
de présenter à cette même Classe la suite de notre travail; 
mais nous ne craignons pas d'avancer que les deux autres 
parties complètent l'ouvrage commencé dans la première* 
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NOUVELLE MÉTHODE 


POUR LA RÉSOLUTION 

* ' * * . ’ »* 

DES ÉQUATIONS NUMÉRIQUES 



Histoire abrégée des travaux entrepris sur cette matière 
pendant les deux derniers siècles. 


i. B problème de la Résolution des Equations numé- 
riques peut être regardé , suivant 1 l’illustre successeur 
d’Euler , comme le point le plus important de toute 
l’Analyse. La raison qu’il en donne est que la solution 
de tout problème déterminé conduit à une ou plusieurs 
équations numériques , c’est-à-dire , dont les coefficiens 
sont donnés en nombres ; que tout le calcul qu’on a 
fait est en pure perte, si l’on n’a pas les moyens de 
résoudre ces équations ; que dès le troisième degré 
l’expression algébrique des racines est insuffisante pour 
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faire connoîfre, dans tous les cas, leur valeur numé- 
rique ; qu’à plus .forte raison le seroit-elle, si on parv^- 
noifc enfm à- l’obtenir pou» les équations des degré» 
supérieurs ; et qu’on seroit toujours forcé de recourir 
à d’autres moyens pour déterminer, en nombres, les 
valeurs des racines d’une équation donnée ; détermina- 
tion qui est, en dernier résultat, l’objet de tous les pro- 
blèmes que le besoin ou la curiosité offrent à résoudre. 

[ Séances des Ecoles Normales, tom. 3 , p. 463, 476.] 

a. Indépendamment d’une autorité aussi grave sur ce 
point, l’importance de ce problème est assez démontrée 
par les efforts multipliés d’un grand nombre d’analystes 
célèbres des XVII' et XVIH' siècles , pour obtenir une 
méthode générale , directe et sûre , propre à faire dé- 
couvrir toutes les racines réelles d’une équation numé- 
rique donnée. Nous allons présenter une légère esquisse 
des travaux de ces analystes , en prenant pour guide 
l’illustre auteur déjà cité. 

3. Viète qui, le premier, s’occupa de la résolution 
des équations numériques d’un degré quelconque , y 
employa des opérations analogues à celles qui servent à 
extraire les racines des nombres. Harriot, Ougtred, etc., 
ont essayé de faciliter la pratique de sa méthode. « Mai? 
» la multitude des opérations qu’elle demande , et l’incer- 
» titude du succès dans un grand nombre de cas , l’ont 
» faitabandonnerentièrement,avantlafinduxvxi‘ siècle». 
[ De la Résolution des Equations numériques , par 
M. Lagrange , pag. x. ] 

4. La méthode de Newton a succédé à celle de Viète. 
Ce n’est proprement qu’une méthode d’approximation. 
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qui suppose qu’on connoît déjà la racine cherchée, à 
une quantité près , moindre que le dixième de cette 
racine. « Elle ne sert , comme on voit , 'que pour les 
» équations numériques qui sont déjà à-peu-près résolues ; 
» de plus , elle n’est pas toujours sûre ; elle a encore l'iri- 
» convénient de ne donner que des valeurs approchées 
» des racines mêmes qui peuvent être exprimées exncte- 
» ment en nombres , et de laisser en doute si elles sont 
» commensurables ou non ». [ De la Résolution des 
Equations numériques , p. 3. ] 

5 . La méthode que Daniel Bernoulli a déduite de la 
considération des séries récurrentes, et qu’ Euler a exposée 
dans son Introduction à l’Analyse infinitésimale , n’offre 
aussi qu’un moyen d’approximation, a Cette méthode 
» et celle de Newton, quoique fondées sur des principes 
» différens, reviennent à-peu-près au même, dans le fond, 

» et donnent des résultats semblables ». [ Dé la Résolu- 
tion etc. , p. i 52 . ] 

6. Ce fut Hudde qui trouva qu’en multipliant chaque 
terme d’une équation donnée par l’exposant de l’in- 
connue, et en égalant le produit total à zéro, on ob- 
tient une équation qui renferme les conditions de l’égalité 
des racines de la proposée. Rolle , de l’Académie des 
Sciences, découvrit ensuite que les racines de l’équation 
ainsi formée sont les limites de celles de l’équation 
proposée. Ce principe est la base de sa méthode des 
Cascades, publiée d’abord sans démonstration, dans 
son Traité d’Algèbre en 1690. Cette méthode a été 
ainsi nommée, parcequ’elle fait dépendre la détermina- 
tion des limites de chacune des racines de l’équation 
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proposée , de la résolution de différentes équations 
successives , qui vont toujours en baissant d’un degré. 
«La longueur des calculs que cette méthode demande, 
» et l’incertitude qui naît des racines imaginaires, l’ont 
» fait abandonner depuis longtemps » [ De la Résolu- 
tion, etc. p. 166 ]. Rolle , dans ce même Traité d’ Al- 
gèbre, assigne pour limite de la plus grande valeur 
de l’inconnue, le plus grand coefficient négatif de l’équa- 
tion, augmenté d’une unité ; le coefficient du premier 
terme étant x. 

7. La méthode de Stirling, pour déterminer le nombre 
et les limites des racines réelles du troisième et du qua- 
trième degré, a été généralisée depuis par Euler, dans 
son Traité du Calcul différentiel, « Elle revient dans le 
» fond à celle de Rolle». [De la Résolution etc., p. 166.J 

8. En 1747, le célèbre Fontaine donna, sans dé- 
monstration, une nouvelle méthode. Je la donne, disoit-il, 
pour T analyse en entier , que Von cherche si inutile- 
ment depuis V origine de V Algèbre. Cette méthode sup- 
pose que l’on pçut toujours, par la substitution des 
nombres 1, a, 3 , etc., au lieu de l’inconnue, dans les 
équations, qu’elle emploie, trouver deux nombres qui 
donnent deux résultats de signes différens : « ce qui n’a 
» lieu , dit M. Lagrange , qu’autant que ces équations 
» ont des racines positives, dont la moindre différence 
» est plus grande que l’unité ; ( ou , pour parler plus 
» exactement, qu' autant qu'il y a de ces racines qui ne 
» sont pas comprises , en nombre pair, entre deux nombres 
rentiers consécutifs). D’après cette considération, il est 
» facile de trouver des exemples où la méthode de Fon- 
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» taine est en défaut». [De la Résolution etc., p. 162.] 

9. Ce défaut avoit lieu également dans toute méthode 
qui emploie les substitutions pour déterminer les limites 
des racines réelles et inégales d’une équation numé- 
rique, lorsque M. Lagrange publia, dans les Mémoires 
de l’Académie de Berlin pour l’année 1767, un nou* 
veau procédé , le seul jusqu’ici qui ait offert un 
moyen direct et sûr d’obtenir cette détermination. Son 
Mémoire contenoit aussi une méthode pour approcher, 
autant qu’on veut et en employant l’expression la plus 
simple, de la valeur exacte d’une racine, lorsque l’on 
connoît le plus grand nombre entier compris dans celte 
valeur. 

Le procédé dû à M. Lagrange, consiste à substituer 
successivement, à la place de l’inconnue, dans l’équation 
débarrassée des racines égales qu’elle peut avoir , les 
termes d’une progression arithmétique o, D, 2 Z), 3 D, etc., 
dont la différence D soit moindre que la plus petite 
différence des diverses racines de cette équation. La 
grande difficulté étoit de trouver ce nombre D : le 
génie fécond de l’illustre géomètre lui fournit trois 
manières d’y parvenir. 

10. La première, qu’il proposa en 1767, exige le 
calcul de l’équation qui a pour racines les différences 
entre les racines de l’équation proposée. «rMais, dit 
» M. Lagrange, pour peu que le degré de l’équation 
* proposée soit élevé , celui de l’équation des différences 
» monte si haut , qu’on est effrayé de la longueur du 
» calcul nécessaire pour trouver la valeur de tous les 
» termes de cette équation j puisque le degré de la pro- 


coefficiens à calculer. 


<«) 

» posée étant m, oa a m 

» [ Par exemple , pour une équation du dixième degré > 
» la transformée servit du quarante-cinquième ]. 

» Comme cet inconvénient pouvoit rendue la mé- 

* diode générale presque impraticable dans les degrés 
» un peu élevés, je me suis longtemps occupé des 
» moyens de l’affranchir de la recherche de l’équation 
» des différences , et j’ai reconnu en effet que , sans cal- 
» culer entièrement cette équation , on pouvoit néan- 
» moins trouver une limite moindre que la plus petite 
» de ses racines ; ce qui est le but principal du calcul de 

* cette môme équation ». [ De la Résolution etc. , p. 1 34. J 

xx. La seconde manière de trouver le nombre D est 
consignée dans les leçons que l’auteur donna aux Ecoles 
Normales, en 1795. Elle demande le calcul d’une équa- 
tion du même degré que la proposée, ayant pour ses 
racines les différentes valeurs dont est susceptible le 
coefficient Y de l’avant-dernier terme d’une équation 
en (x — a) ; a étant une racine réelle quelconque de la 
proposée, dont x est l’Inconnue. « Mais cette équation 
» en Y, dit M. Lagrange , peut encore être fort longue 
» à calculer , soit qu’on la déduise de l’élimination , soit 
» qu’on veuille la chercher directement par la nature 
» môme de ses racines ». [De la Résolution etc., p. 127.] 

12. Ce coefficient ÜTétant une fonction de r, l’auteur 
a fait depuis réflexion qu’on pouvoit toujours éliminer 
l’inconnue x du produit du polynôme Y, multiplié par 
un polynôme £ à coefficiens indéterminés , procédant 
suivant les puissances m — 1, m — 2, etc., de x ; en 
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faisant disparoi tre du produit YÇ, au moyen de la pro- 
posée, toutes les puissances de a; plus hautes que a™' -1 , 
puis égalant à o chacun des multiplicateurs de x , ce 
qui donne la valeur des coefficiens indétermiués de £ , et 
réduit le produit Y% à son terme tout connu repré- 

senté par K, d’où Y =-g. Par suite de ces opérations, 

les coefficiens de l’équation inverse de celle aux diffé- 
rences , qui étoient divisés par Y, ne sont plus affectés 
que d’un diviseur indépendant de x, et la recherche 
de D en donnent moins pénible. Ce troisième procédé , 
publié en 1798 , est moins rebutant que les deux autres ; 
néanmoins son auteur reconnoît quY 7 peut entraîner dans 
des calculs assez longs. [De la Résolution etc., p. 323 .] 

1 3 . «Le nombre D [ trouvé d'une de ces trois manières] 
» pourra être souvent beaucoup plus petit qu’il ne seroit 
jo nécessaire pour faire découvrir toutes les racines ; mais, 
« dit M. Lagrange , il n y a à cela d’autre inconvénient que 
» d’augmenter le nombre des substitutions successives à 
* faire pour x dans la proposée » [ Séances des Ecoles 
Normales, tome 3 , p. 466]. Cet inconvénient paroît 
encore assez grave dans la pratique , car il peut , en cer- 
tains cas, donner lieu à des milliers, et même à un 
nombre indéfiniment plus grand, d’opérations superflues. 
Du reste , l’auteur l’a considérablement diminué , en 
donnant le moyen d’opérer , par de simples additions et 
soustractions , les substitutions de nombres entiers qui 
suivent celles des m premiers nombres 1 , 3 , 3 , etc. , 
dans une équation du degré m. 

14. Il semble donc que la méthode de la limite de la 
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plus petite différence des racines, qui d’ailleurs porte 
l’empreinte du génie de son immortel auteur, ne réponde 
pas, en tout point, à l’objet qu’il s’est proposé, qui est 
de « déterminer les premières valeurs à substituer 
» pour x , desorte que , d’un côté , on ne fasse pas trop 
» de tâtonnemens inutiles , et que , de l’autre , on soit 
» assuré de découvrir, par ce moyen, toutes les racines 
» réelles de l’équation» [Séances des Ecoles Normales , 
tome 3 , p. 477 ]. Nous ferons voir dans les chapitres 
suivans qu’on peut, à beaucoup moins de frais et sans 
recourir à cette longue et pénible recherche de la limite 
de la moindre différence des racines, se procurer tou- 
jours cette assurance. 

1 5 . En outre , le désir du célèbre auteur étant que 
les règles de la résolution des équations numériques 
soient données dans l’arithmétique, sauf à renvoyer à 
l’algèbre les déinonstrâtrôns qui dépemtWt de cette der- 
nière science , ne peut-on pas dire que ce vœu ne se 
trouve point rempli par une méthode dont la théorie 
est trop compliquée, et la pratique trop difficile pour 
des commençons ? 

16. Il restoit donc encore à glaner dans ce même 
champ où M. Lagrange a recueilli une si abondante 
moisson. Nous avons cherché à réaliser son projet, en dé- 
couvrant une méthode nouvelle d’une théorie simple et 
d’une application facile. Nous présentons aux jeunes élèves 
un aliment de facile digestion, dont peut-être ils nous 
sauront quelque gré. Nous n’osons nous flatter d’obtenir 
le même accueil des personnages consommés dans la 
science: suivant un ancien adage , les mouches ne sont 
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point la pâture des aigles, aquila non capll musent. O a 
voudra bien cependant observer que les méthodes des an- 
ciens , lesquelles supposoient un grand travail, une grande 
force de tête, ont cédé la place, dans l’enseignement, à 
des méthodes modernes plus à la portée du vulgaire *, nous 
espérons que cette considération préservera d’un superbe 
dédain les procédés aussi faciles à pratiquer qu’à concevoir, 
que nous offrons en ce moment au public. 

17. A cette considération il en faut joindre une autre, 
tirée du besoin que l’on a d’une méthode qui soit pra- 
ticable et vraiment usuelle pour la résolution des équa- 
tions numériques, si l’on veut que l’algèbre puisse s’appli- 
quer convenablement aux arts et aux besoins de la société. 
Nous rappellerons, à ce sujet, ce que disoit l’académicien 
Rolle , lorsqu’il publia sa méthode des Cascades. « Lors- 
d qu’on a envisagé toutes les conditions qui sont néces- 
» saires pour le succès d’une entreprise , on pourvoit sou- 
» vent s’aider de l’algèbre pour y réussir ou pour en 
» connoître l’impossibilité ; mais on aime mieux chercher 
» d’autres conditions , ou tenter l’exécution par différens 
» moyens , que d’avoir recours à cette science, et, en cela , 
» on a eu quelque raison : car si l’on veut se servir de 
» l’algèbre dans l’invention d’une machine ou pour quel- 
» qu’autre recherche , en n’employant d’ailleurs que les 
» expériences des physiciens et les principes des géomètres, 
» on arrivera à des égalités ( équations ) irrationnelles d’un 
» degré fort élevé , et il est plus difficile d’éviter ces éga- 
» lités dans cette application , que d’éviter les fractions 
» quand on pratique l’arpentage. Cependant les règles 
» qu’on a données jusqu’ici pour résoudre ces égalités , ne 
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» sont ni scientifiques ni générales, et il suffit de les éprou- 
» ver pour en être rebuté ». On a aujourd’hui , à la 
vérité, des règles scientifiques et générales ; mais quel 
est celui qui , les ayant essayées , pourra dire qu’elles ne 
sont pas rebutantes ? 

18. Si dans cette esquisse des travaux de deux siècles , 
concernant la résolution des équations numériques , l’im- 
mortel Descaries semble avoir été oublié, c’est que nous 
nous sommes réservé d’en parler ailleurs. Comment au- 
rions-nous pu oublier sa fameuse règle des variations et 
des permanences de signes, publiée pour la première fois 
en 1637, et qui, longtemps négligée, reçoit dans notre 
méthode une application nouvelle, et, en quelque sorte, 
une nouvelle existence ? 
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CHAPITRE IL 

Problème préliminaire: Etant donnée une équation 
numérique en x d’un degré quelconque , trouver , par 
de simples additions et soustractions , les coefficiens 
de sa transformée en (x — i ) ; et généralement , de 
sa transformée en {x — n), n étant un nombre entier 
ou décimal. 

19. A.VANT que de donner la solution de ce problème, 
nous expliquerons ce qu’il faut entendre par les sommes 
premières , secondes , troisièmes , etc. , d’une suite de 
termes. 

Lorsqu’une suite de termes quelconques étant donnée, 
on forme une autre suite sommaloire de la première, 
c’est-à-dire, qui a pour loi que son n Um * terme soit la 
somme des n premiers termes de la suite donnée , cela 
s’appelle prendre les sommes premières , ou simplement 
les sommes de la première suite. 

Ce mot somme doit s’entendre dans le sens algébrique ; 
il exprime l’excédant de la somme des termes précédés 
d’un des signes •+• ou — sur celle des termes précédés 
du signe contraire. 

Prendre ensuite les sommes de ces sommes premières, 
cela s’appelle prendre les sommes-secondes de la suite 
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donnée. De môme , les sommes de ces tommes-secondes 
s’appellent les sommes-troisièmes de la première suite, et 
ainsi du reste. 

Voici un exemple de ces diverses sommes : 

Suite donnée t i . . . r . . . i . . . i . . . x. 

Sommes-premières i . . . 2 . . . 3 . . . 4 . . . 5 . 

Sommes-secondes 1. . . 3 . . . 6 . . . 10. . . i 5 . 

Sommes-troisièmes 1. . .4. . . 10. . .20. . . 35 , 

etc. etc. 

Les suites dont on s’est servi dans ce premier exemple, 
appartiennent à celles des nombres que les Géomètres 
appellent nombres figurés , lesquelles ont généralement 
pour I er terme , l’unité j pour 2 e terme , un nombre 
entier m ; et pour terme n iime , un nombre exprimé par 
ni (m+i ). , . ,(m -f-« — 2) 

1.2 (n — 

Autre exemple, dans lequel la suite donnée est com- 
posée de termes pris arbitrairement, les uns positifs, les 
autres négatifs : 

Suite donnée 2-f- 5 — 3 - 4 - 4 — 3 - 4 - o — r. 

Sommes-premières . . 2-f- 7-+- 4-f- 8-f- 5 -f- 5 -f- 4. 

Sommes-secondes ... 2-t- 9-t-i 3-4-2 1 -f-26-f- 3 i-f- 35 . 

Sommes-troisièmes. .2+1 1-4-24-1-45-1-7 i-f-i02-t-i37. 
etc. etc. 

20. Voici maintenant deux propositions d’où résulte 
la solution demandée. ( Pour leur démonstration , voyez 
ci-après les Notes.) 
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Première proposition. La somme m üme des n premiers 
termes d’une suite quelconque , égale la somme de ces 
termes multipliés respectivement , mais en ordre inverse , 
par les n premiers nombres figurés de l’ordre m , c’est-à- 
dire , appartenant à la suite dont le second terme est m. 

Ainsi la somme m 8 "' des n premiers termes de cette 
suite ■ • . . 


A.-+-A,-f--A,‘+’. • • • •+ 


est égale à.... A mA 


— a) . 

1 («— 0 * 


Par exemple , la somme-troisième de ces quatre termes 
2 -+- 5 — 3 -f - 4 est (i X 4 — 3x3-*-6x5-j- ioXa)=45, 
.de même qu’on l’a reconnu plus haut en prenant les 
sommes et les sommes de sommes. 


Seconde proposition. Un polynôme quelconque , pro- 
cédant suivant les puissances entières et positives d’une 
quantité x , depuis le degré m jusqu’au degré zéro } se 
transforme en un autre polynôme d’égale valeur , procé- 
dant suivant les mêmes puissances de ( x — i ) , dont les 
coefficiens respectifs , à commencer par celui du dernier 
terme , sont , 


i°. La somme-première de tous les coefficiens du po- 
lynôme donné. 

2 °. La somme-seconde de tous les coefficiens , hormis 
le dernier. 


3°. La somme-troisième de ces coefficiens , excepté les 
neux derniers. Ët ainsi de suite. 


( H ) 

Soit , par exemple , ce polynôme 

2x3 — 3x a 4- 5x — 3. 

Coefficiens donnés . . . 2 — 3-4-5 — 3. 
Sommes-premières . . - 2 — 1-4-4-4-1. 

Sommes -secondes. . . . ï + i + 5. . . ' 
Sommes-troisièmes . . . a -f- 3. . . . ; 
Sommes-quatrièmes. . . 2 

«. * 

Ainsi les coefficiens du polynôme en (x — i)sont..„ 
2 —4— 3 —4— 5 —4 — 1 j 

et l’on a 

a (x — 1 ) , ~f-5(x—i) , -f-5(x—i)-^ i=ax J — 3x*-f-5x— 5. 
Cette équation a lieu , quelque valeur qu’on donne à x. 
S’il manque dans le polynôme proposé quelque puis- 
sance de x , il faut la mettre en évidence , en lui donnant 
zéro pour coefficient. 

Soit, par exemple, jm 4 y. ... .. 

Coefficiens donnés. . . . i-t- O — 7-1-7. 
Sommes-premières . . . i- 4 -i— - 6-4-1. 
Sommes-secondes. . . . 1-+-2 — 4. . . 

Sommes-troisièmes ...1-^3 

Sommes-quatrièmes. . . 1 

On a donc.... 

x 3 — 7x-4*7=(x — 1 ) 3 -4- 3 (x — i) s — 4(x — 1)4- r. 

21. Il est évident qu’une équation dont le premier 
membre est égal à zéro , offre précisément le même 
cas que le polynôme de la proposition précédente. Ainsi 
l’algorithme par lequel on obtient la transformée en 
(x — 1) d’une équation donnée en x, consiste dans le 
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même procédé employé pour la transformation d’un po- 
lynôme d’une valeur quelconque. 

Etant donc donnée l’équation.... 

x 3 — yx ■+■ 7 = o , 

les cocffieiens de sa transformée en (x — i) sont.... 
i -+- 3 — 4 -h i. 

Pareillement , pour l’équation.... 

x 3 — 2x-— 5 = o, 

les coefficiens de sa transformée en (x — i ) sont.... 
i + 3 -fi — 6. 

2t. Par le même algorithme, on passera de la trans- 
formée en (a; — i) à celle en (x — a); de celle-ci à la 
transformée en (x — 3 ); et ainsi de suite indéfiniment. 

On obtiendra donc très-promptement les coefficiens de 
ces diverses équations. 

Coefficiens des équations , dans le I er exemple du n° 21... 
eax ...... i + o~ 7± 7 

en (a; — 1). . . i- 4 - 3 — 4-j- 1 
en (a: — 2). . . 1 -4-6-t- 5-4- 1 
en(& — 3 ). . . 1 -+-9-1-20 + 13 
etc. etc. 

Coefficiens des équations , dans le second exemple.... 

en x 1 + 0 — 2 — 5 

en(x — 1). . . I-+- 3 -+- 1 — 6 
en(x — 2). . . i-f-6-J-io — 1 
en(ar — 3 ). ,. . 1 -4- 9 -4- a 5 -4- 16 
etc. etc. 
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23 . Il est aisé d’observer que par tes transformations , 
on finit par avoir des coefficiens qui sont tous de même 
signe. 

Observons aussi que si l’équation proposée n’est que 
du troisième degré, on peut obtenir les coefficiens de 
ses transformées successives par un moyen encore plus 
rapide que l’algorithme général. Nos lecteurs le devine- 
ront sans peine à la simple inspection des coefficiens re- 
présentés dans le n° précédent. Dans ce cas , le calcul des 
transformées s’opère instantanément , sans avoir besoin 
d’écrire d’autres chiffres que ceux qu’on voit ici. 

24. Le même algorithme fournit le moyen d’obtenir 
les transformées en (x — 10), (x — 20), (x — 3 o), etc.} 
celles en (x — 100), (x — 200) , (x — 3 oo), etc.; etc. 

Il faut, pour cela, substituer dans la proposée une 
inconnue x' qui soit , respectivement , dix fois, cent 
fois, etc. moindre que x. Les coefficiens de cette équation 
en x s’obtiennent , comme l’on sait , sans calcul , par le 
placement convenable de la virgule qui indique les dé- 
cimales. 


On se procure ensuite les transformées en (x ' — 1), 
(x' — 2), (x' — 3 ), etc.; ou, ce qui revient au même, 

en k-tt)’ (— )* (- rr )» ctc -» ou bien en --” 

-T 35 -) * \-^r) ' (-Î 55 -) ’ etc - 5 selon - < î u 011 a fait 

t ® / X 

x — — , ou x. — , etc. 

10 ’ 100 ’ 


Il ne s’agit plus que de rendre les inconnues de ces 
transformées , respectivement , dix ou cent fois, etc. aussi 
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grandes ; ce qui s’opère par le déplacement convenable 
de la virgule dans leurs coefficiens. 

Soit , par exemple , l’équation , . 

x 3 — 4x* + 3x— > 6=o, 

dont on demande les transformées en (x — i o), (x— 2o), etc. 
On fera x — iox'; d’où.... 

x' 3 — 0,4a;' 3 -+- o,o3x'-— o,oo6 s= o. 

Coefficiens des équations.... 

en x’. i — 0,4 -f- o,o3 — 0,006 

en ou ( x ' — i ), . . i -f- 2,6 2,23 + 0,624 

en ( Æ ~ a ° ) ou (x' — 2). , ,i-+-5,6+ 10,43 4- 64.54 
etc. etc. 

Et par conséquent on aura , pour les coefficiens des 
équations. (M 

en {x — 10)... 1 + 26+ 223+ 624 
en (x — 20). . . 1 + 56 + 1043 + 6454 
etc. etc. 

On voit aisément comment, par une marche ana- 
logue, on se procureroit les transformées en (x — -h), 
(x— .-nr), etc. ; celles en (x—~, ) , (x — 7—), etc. ; etc. 

25. Si l’on veut avoir l’équation où l’inconnue de la 
proposée est diminuée d’un nombre de plusieurs chiffres , 
par exemple , l’équation en (x — 3 12) ; on se procurera 
d’abord l’équation en (x'. — 3 ) , en faisant x= 1 oox'; et par 
suite, celle en (x — 3oo), comme il vient detre indiqué. 

Puis on fera x — 3oo = 1 ox*; on obtiendra l’équation 
en (x'— ri)j et par suite , celle en (x — 3io). De cette 

3 
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dernière, on passera à celle en (x — 3 n); et de celle-ci 
à l’équation demandée en (x — 3 12). 

Voici, par exemple, la marche qu’il faudroit suivre, 
ti la proposée était.... 

x 3 — 4.2 3 ~}- 3 x — 6=0. 

Soit x— toox'; d’où 

si 3 — 0,04a:'* 4 - o,ooo 3 + — o, 000006=0. 
Coefficiens des équations ■«••• 

en x’ 1 — 0,044- o,ooo 3 — • 0,000006 

en (x'— 1)... 14- 2, 96 + 2,9203-4- 0,960294 
en (æ — 2). . .1-+- 6,964- 11,8403-+- 7,840594 
en (xf — 3 ) ... 1 4* 8,96 4- 26,7603 4- 26,640894 
Ainsi les coefficiens de l’équation en (x — 3 oo) sont.... 

1 4- 896 4 - 267603 4- 26640894. 

Faisant ensuite x — 3 qo=ioæ', on a les coefficiens des 
équations... 

en si 4- 89,64- 2676,03 - 4 - 26640,894 

en ( x * — 1 ) ... 1 4- 92,6 4- 2858,23 -+- 29407,524. 

Or a* — x = — — — ; il s’ensuit qu’on aura les coeffi- 
ciens des équations.,.. 

en (x — 3 io)...i 4 - 926 4- 2858234-29407624 
en (x — 3 ii). ..1 + 9294-2876784-29694274 
en ( x — 3i2)... 1 + 932+ 2895394-29982882. 

Il est aisé de voir comment on obtiendroit l’équation 
où l’inconnue de la proposée seroit diminuée d’un nombre 
décimal de plusieurs chiffres ; par exemple , l’équation 

en ( x — : nous ne nous arrêterons point à cei 

détails. 
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a 6. En considérant le tableau des opérations par les* 
quelles on passe d’un polynôme en x à son équivalent 
en (a: — i ) [ ao] , on n’aura pas de peine à reconnoître 
comment on peut passer réciproquement d’un polynôme 
en (x — i ) à son équivalent en x j et parconséquent , 
de celui en x à son équivalent en (x-fr- 1 ), et ainsi de 
suite. Dans le premier cas , on a pris des sommes ; dans 
le second, on prend des différences. 

Choisissons pour exemple, le polynôme en x du n° 20, 
dont les coefficiens sont.... 


2 — 3-+-5 — 3 j 

et son équivalent en ( x — i ) , qui a pour coefficiens—. 

2 + d + 5 I. 

Pour passer de celui-ci à l’autre , on écrit ses coefficiens 
et on procède comme il suit : -, 

Coefficiens du polynôme en (x— i )...2 i 

Suites dans chacune desquelles le ( i * Te . . . . a ■+• i *f- 4 — 5 
n Umt terme est la différence du ; a**™*, . .a — i + 5 .... 

terme qui le précède au terme ] 3 ,èmc . . . a — 3 • 

n iimc de la suite supérieure... ( 4 ,hn **'* 3 


On obtient ainsi les coefficiens du polynôme en x , et 
l’on se procurera de la même manière ceux du polynôme 
en (x ■+■ i ). En voici le tableau 


Coefficiens du polynôme en x . . 

Suites de différences prises sui- 
vant la loi qui vient d’être indi- 
quée 


. T.a— 3-f- 5— 5 
r i* 4 ™....* — 5-t-io— 13 
1 a ième ...a — 7 — f— 17..... 
1 3 i4m ‘...a — 9 

C 
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Les coefficiens obtenus pour le polynotae en (æ+i), 
sont.... 

2 — 9 4- 17— x3 ; 

ce qu’il est d’ailleurs aisé de vérifier par le procédé 
inverse. 

27. On a remarqué ci-dessus qu’en opérant les trans- 
formations successives en ( x — 1 ) , ( x — 2 ) , etc. , on par- 
vient à une transformée en (x — u) , dont tous les termes 
sont de même signe. Ici l’on observera que les trans- 
formations en (x-f-i), (xr-H2), etc. conduisent à une 
transformée en dont les termes ne présentent 

que des variations de signe , comme on le remarque dans 
le- polynôme en (x-f- 1) du dernier exemple, dont les 
coefficiens sont alternativement précédés du signe -|- et 
du signe — . Lorsqu’on est une fois parvenu à ce poly- 
nôme en ( x -f- u' ) , les transformées ultérieures en 
(x-bu'-hi), (* -*- nî 2 ) , etc. n’offriront aucune 

permanence de signe : cela s’apperçoit par la nature même 
du procédé. 

Les équations du troisième degré sont susceptibles 
d’une abréviation analogue à celle qui est indiquée au 
n° 23. 
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CHAPITRE III. 

Diverses notions fournies par VAlgcbre , concernant 
les équations numériques . 

28. On peut toujours transporter dans un même 
membre tous les termes d’une équation , ensorte qu’elle 
paroisse sous cette forme : 

A.#" -4- A , z“~' -+■ •+“ A^jæ" — (- A„x* = o ; 

m étant un nombre entier positif; les coefficiens ayant 
par eux-mêmes une valeur positive ou négative , et quel- 
ques-uns pouvant aussi être nuis. C’est sous cette forme 
que nous considérerons toujours les équations. 

Le but principal qu’on se propose dans la résolution 
d’une équation déterminée , est de trouver exactement 
ou par approximation , s’il y a lieu , tous les nombres 
réels , dont la substitution , à la place de l’inconnue , 
rend nulle la somme de tous les termes du premier 
membre. On donne à ces nombres le nom de racines 
réelles de V équation ; elles sont ou positives ou négatives. 

39. Le nombre des racines réelles d’une équation ne 
peut jamais surpasser m, e’est-à-dire , le nombre qui en 
indique le degré; il peut lui être inférieur , ou même être 
nul. L’excédant de m sur le nombre des racines réelles 
est nécessairement un nombre pair , indicateur du nombre 
des racines imaginaires qui satisfont à l’équation. 

On entend par quantité imaginaire , le symbole d’un 
résultat d’opération, impossible à obtenir, à raison de 
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son absurdité : par exemple , la racine quarrée d'une 
quantité négative , telle que [/~— 4. 

Toute racine ou quantité imaginaire se peut réduire 
à l’une de ces formes, Hh A-4-y r — B , et + A — ^ — B, 
A et B étant des quantités réelles. Si une équation a une 
de ses racines sous une de ces formes, elle en a nécessaire- 
ment une sous l’autre ; les racines imaginaires se trouvant 
ainsi toujours unies par couples. 

3 0. Toute équation qui a pour racine un nombre - 4 -w. 
est divisible par le facteur x 4^ n ; celle qui a une couple 
de racines imaginaires, est divisible par le facteur réel 
du second degré , x % 2 Ax -t- A a -t- B. 

Généralement , une équation du degré m est le produit 
de m facteurs simples , soit réels , soit imaginaires : le 
nombre des facteurs simples réels est égal à celui des ra- 
cines réelles de l’équation. 

3 1. Lorsque, par la substitution d’un nombre n à la 
place de x , la somme de tous les termes de l’équation est 
rendue égale à une quantité positive; et que la substitu- 
tion d’un autre nombre n donne au contraire un résultat 
négatif, on est assuré qu’il y a une ou plusieurs racines 
en nombre impair, dont la valeur est comprise entre n 
et n', et réciproquement. 

Mais la substitution ne donne point de résultats de signes 
différens, lorsque les racines comprises entre n et ri sont 
en nombre pair. 

La substitution de quelque nombre que ce soit ne donne 
que des résultats positifs , lorsque l’équation n’a que des 
racines imaginaires. 
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3a. Quand on change , dans une équation , le signe des 
termes du rang pair, ou de ceux du rang impair , les ra- 
cines de l’équation , après ce changement , sont les mômes 
qu’avant, au signe près ; c’est-à-dire que les racines néga- 
tives deviennent positives, et que les positives deviennent 
négatives. 

11 s’ensuit que pour trouver toutes les racines réelles 
d’une équation , il suffit de savoir trouver les racines 
positives, 

33. Toute équation de degré impair a , pour le moins, 
une racine réelle positive , si son dernier terme est négatif; 
ou une racine réelle négative , si ce terme est positif. 

Dans les équations de degré pair , il y a toujours, pour 
le moins , une racine réelle positive , et une autre négative, 
si le dernier terme est négatif ; mais si ce terme est positif, 
on n’en peut rien conclure pour la réalité des racines. 

34 . Le résultat de la substitution d’un nombre Hh n , à 
la place de x , dans une équation donnée , est égal au ter me 
tout connu de sa transformée en (x ^£n). Par conséquent 

est une racine de la proposée, lorsque le dernier 
terme de la transformée en (i + n) est égal à zéro. Et 
généralement, la proposée a autant de racines égales à 
qu’il y a , dans cette transformée , de termes consécutif , 
à commencer par le dernier , qui égalent zéro. 

35. La somme du coefficient du premier terme d’une 
équation et du plus grand coefficient de signe contraire 
étant prise sans qu’on ait égard aux signes, et divisée par 
le premier coefficient , le quotient est plus grand que la 
plus grande racine positive qui puisse appartenir à l’équa- 
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tion ; et ce quotient s’appelle une limite de cette plus 
grande racine. 

Si le coefficient du premier terme de l’équation est 
rj- i , le plus grand coefficient négatif, pris positivement 
et augmenté de l’unité , est une limite de la plus grande 
racine positive. 

On a, pour obtenir une limite plus approchée de la plus 
grande racine positive , divers moyens qu’il est inutile de 
rappeler ici. Observons seulement qu’on peut souvent y 
parvenir en faisant x= \ox ' , ou x—ioox, etc. , l’équation 
en x pouvant indiquer une limite de la plus grande valeur 
de x t qui décuplée, ou centuplée, etc. , donne pour x 
une nouvelle limite beaucoup plus rapprochée. 

Exemple 

Equation en x x*-i- 2x s -h 3 x ‘ — 45 r=o 

Equation en x ' =-^. . .x'*-H>, 2 x' s -i-o,o 3 x'‘ — 0,0461 =0 ; 

la limite en plus de x étant 1,0461 , celle de x est 10,461 ; 
et cette dernière est bien plus resserrée que 462, limite 
indiquée par le plus grand coefficient négatif de l’équa- 
tion en x. Cette limite plus resserrée peut se reconnoître 
à la seule vue de la proposée, par une simple opération 
mentale. 

Le terme tout connu de l’équation étant divisé par la 
somme de ce terme et du plus grand coefficient de signe 
contraire , prise sans égard pour les signes , le quotient est 
plus petit que la plus petite racine positive que l’équation 
puisse avoir ; il en est une limite. 

36 . L’Algèbre fournit le moyen de préparer une équa- 
tion, de manière que son premier terme n’ait d’autre 
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coefficient que l’unité , et que les autres coefficiens soient 
tous des nombres entiers. Il en résulte que les équations 
à résoudre peuvent toutes être considérées comme rame- 
nées à cette forme. 

L’équation ainsi préparée ne peut avoir pour racines 
réelles que des nombres entiers ou des nombres fraction- 
naires irrationnels. En général, ces racines irrationnelles 
ne sont susceptibles d’être déterminées que par approxi- 
mation. 

37 . 1 /Algèbre donne aussi le moyen de débarrasser une 
équation des racines égales qu’elle peut avoir, ensorte que 
les racines multiples n’y subsistent plus que comme racines 
simples. Ainsi les équations à résoudre peuvent être con- 
sidérées comme n’ayant que des racines inégales. 

38. Une équation ne peut avoir plus de racines réelles 
positives , qu’il n’y a de variations dans la succession des 
signes de ses coefficiens ; ni plus de racines réelles néga- 
tives , qu’il ne s’y trouve de permanences de signes : telle 
est la fameuse règle de Descartes. 

Ainsi , dans le cas où toutes les racines de l’équation 
sont réelles , il y a précisément autant de racines positives 
que de variations de signe, et autant de racines négatives 
que de permanences. 

Quand un des coefficiens de l’équation est zéro, et que 
les coefficiens du terme précédent et du suivant sont de 
même signe , l’équation a nécessairement des racines ima- 
ginaires. 

On peut reconnoître si une équation a toutes ses racines 
réelles ou non , au moyen de l’équation dont les racines 

4 
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sont les quarrés des différences des racines de la propo- 
sée. Dans le premier cas , cette équation aux quarrés des 
différences n’a que des variations de signe ; tandis qu’elle 
a nécessairement des permanences, si la proposée a des 
racines imaginaires. Mais le calcul des coefficiens de celte 
équation est en général tellement pénible , qu’on n’est 
guères tenté d’employer ce moyen. 

39. On peut déduire de la règle de Descartes , les deux 
propositions suivantes : 

i°. Une équation enr, dont toutes les racines sont 
réelles , a autant de racines comprises entre zéro et p , 
qu’il y a de permanences de signe dans la transformée en 
( x — />) j de plus que dans l’équation en x. 

2 0 . Une équation de cette espèce ne peut avoir , soit 
une, soit deux , soit n racines comprises entre zéro etp , 
si sa transformée en(;r — p ) n’a pas, respectivement, une, 
ou deux , ou n permanenccs^de signe, de plus que l’équa- 
tion en x. 

Nous avons même de fortes raisons de croire que la 
seconde proposition est applicable à une équation quel- 
conque. 
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CHAPITRE IV. 

Exposition de la nouvelle Méthode. Première Partie. 

Cas où ron fia besoin que de cette partie de la 

Méthode. 

40. Nous allons maintenant exposer successivement les 
divers procédés qui constituent notre Méthode , en ren- 
voyant aux n os du chapitre précédent , où sont contenus 
' les principes qui servent de base aux résultats que l’on 
obtient par ces procédés. Pour concevoir le rapport des 
uns aux autres , il suffit au lecteur qui ne seroit point 
assez avancé dans l’Algèbre , de tenir les principes pour 
démontrés , sans chercher à en connoître la démonstra- 
tion ; et s’il ne veut que posséder le mécanisme de la 
Méthode, il n’a besoin que de savoir opérer les tons- 
formations , conformément à l’algorithme du second 
çhapitre. 

41. Etant donc donnée une équation en x du degré m, 
on se procurera ses transformées successives en (x — 1) , 
(x — 2), ( x — 3 ), et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on 
parvienne à une transformée en (x — u) , dont les coefli- 
Ciens soient tous de même signe. 

Cette dernière transformée 11e pouvant point avoir de 
racine positive, le nombre entier u est une limite de la plus 
grande valeur positivé de l’inconnue. 
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S’il arrive que la proposée elle-même n’offre que des 
permanences de signe , il ne reste à chercher que les 
racines négatives qu’elle peut avoir, et on procédera 
comme il sera dit plus bas [44]. 

42. Lorsque le dernier coefficient d’une équation qui a 
pour inconnue ( x — p) , est égal à zéro , l’équation en x 
a une racine égale au nombre p ; et plus généralement , 
si n coefficiens consécutifs de la transformée, à compter 
du dernier , sont égaux chacun à zéro , la proposée a n 
racines égales, chacune, à p [34]. Par cette circonstance, 
l’équation en (x — p) se trouve abaissée de n degrés. 

A raison de cet abaissement , il peut y avoir quelque 
avantage à ne débarrasser l’équation de ses racines égales, 
qu’après avoir opéré les transformations du n° 41. 

43. Lorsque le dernier coefficient d’une équation en 
(jj — p) est de signe contraire à celui de la transformée 
en (x — p — 1 ) , la proposée a une ou plusieurs racines en 
nombre impair, dont la valeur est comprise entre p et 
p -+- 1. Car les coefficiens dont il s’agit , expriment préci- 
sément les résultats que donne la proposée, quand on y 
met successivement p et p -H 1 à la place de x [ 3 1 ]. 

44. Les racines négatives de la proposée étant , au signe 
près, égales aux racines positives qu’auroit cette équation 
si les signes de ses termes pairs étoicnt tous changés, on 
fera ce changement, puis on opérera comme ci-dessus [41] , 
et on obtiendra des résultats analogues. 

45. Par cette première partie de la Méthode, on trouve, 
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en certains cas , toutes les racines réelles de Péquation , 
soit exactement, soit approximativement , à moins d’une 
unité près. 

Un premier cas est celui où la proposée n’a ni racines 
imaginaires , ni plusieurs racines réelles comprises entre 
deux nombres entiers p etp-h i. 


Un second cas est celui où. l’on sait d’avance que toutes 
les racines de la proposée sont réelles , encore que parmi 
ces racines, il y en ait d’incommensurables comprises, 
en tel nombre que ce soit, entre deux nombres entiers 
conséclitâ. ' * 


071’ 


Un troisième cas a lieu , lorsqu’on sait que l’équation 
n’a qu’une racine réelle, positive ou négative, ou bien 
qu’elle en a deux , l’une positive , et l’autre négative , 
ainsi qu’il arrive dans dés équations dé cette forme, 


x m -j- A = o. 1 ^ 

~ r- l • 




■v. - 


4 6. Premier exemple. Soit' l’équation...;’ ’ 1 
.r*- 4 * ioæ 3 *4- 3 6 x a — 5 ^x >+• 37 = o. 
Coeffieiens des équations.. 


. 




enx....;^.ir- ioh- 36 — 54-4-27 
enl(4c-*«i). . .1— 6^-iï— 8-4- o 
en (a; 


3-h 3— i 


ti — - n . r ■ . .1 -» T Pa 

en(x — 3).«.n- ô-h o-h o. 

■ - i. •*!■■■ I . . i — ' _ <: 

Les racines de cette équation sont donc r et 3 ; cette 
dernière racine est triple [42], c’est-à-dire que la proposée 
est divisible par (x — 3)3. 1 • 
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Second exemple.... x 3 — Sx 1 -J- x-J- 7 = 0. 

>j -Coefficiens des équations 

en x 1 — 5 -fc- 14- 7 

1 en ( x — — 2 — 64- 1 
- en (x — ï)...i+ 1 — 7 — 6 

en (x — 3 ).,,. 14- 4 — 2 — 11 
en (x— 4). . ,14- 7+ '9 — 8 
en (x — 5 ). . .i 4-10^264- 9. 

La proposée a donc deux racines positives incommen- 
surables , dont les valeurs sont respectivement comprises 
entre 1 et 2, et entre 4 et 5 . Pour avoir ensuite la racine 
négative , on change les signes des termes de rang pair 
oiansla proposée [44], et l’on à.... 

x 3 4- 5 x a 4- x — 7 = 0. 

4 t ; „ * ' , « ’ * » J* i 

Coefficiens des équations »•••• ' , * ■ 

, '...i -• > =' i ■ , r ’ 

en x = — x . . 1 -J- 5 4 - 1 — 7 
en (x— x 4 " 8 4 - 14 4 * O* 

Donc la racine négative de la proposée est — z, 

Troisième exemple.... x 3 — 7x4-7 =0. 

Coefficiens des équations.... 

en r 14-0 — 74-7 

<** .j_ eù (-x*— ’i). » ■* 1 4 - 3 — 44 " * 
en (æ— 2). ^ 1 + 6 4-S 4- ». 

Coefficiens des équations n» ' . ^ | 

en x = — x. . . 1 — o — 7 ■ — 7 

en (x — 1). . V 1 4 - 3 — 4 — i 3 

qn (x — 2). . . 14- 6 4- 3 — i 3 , 

en (x — 3 ). ... 1 4- 94-14 — 1 

en (x — 4). . . 1 4- v ia 4 - 35 , 4 - * 3 . 
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L’équation proposée étant de celles qu’on sait avoir 
toutes ses racines réelles, il en résulte que non -seule- 
ment elle a une racine négative dont la valeur est entre 
— 3 et — 4[43], mais aussi qu’elle a deux autres racines 
positives comprise entre i et a , parceque la transformée 
en (a; — 2) a deux permanences de signe de plus que 
celle en (x — 1) [39]. Telle est, dans ce cas, la consé- 
quence de la règle de Descartes. 

Quatrième exemple.... x 3 — 1745 = o. 

Coefficiens des équations.... 

en x i4~ 04- o — 1745 

en (x — i)...i+ 34 - 3 — 1744 
en (x — 2).-. -i-t- 6+12 — 1737 
en (x— 3 ) ..1+ 94- 27 — 1718 
en (x — 4)-.. 14- 124- 48 — 1681 
en (x — 5 )---i4-i547 j 5 — 1620 
en (x— 6)-.. 14- 18^- 108 — 1529 
en ( x — 7)... 14- 21 4- 147— 1402 
en (x— 8)... 14- 24-4- 192 — 1233 
en ( x — 9)... 14- 274-243 — 1016 
en (x — io>..i 4 - 3 o- 4 - 3 oo — 745 
en (x — njv. . 1 4- 334— 363 — 4*4 
en ( x — 12)... 1-4-36 4- 432 — 17 

en (x — 13 )-.. 14- 394-507^ 452. 

Donc la racine de l’équation est entre 12 et i3. 

47. Nous avons suivi dans ce dernier exemple, la 
marche la plus longue ; car il est aisé de voir que x 
devant être un nombre entier, exprimé par deux chiffres, 
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on pouvoît d’abord se procurer les transformées en 
(x — lo) , (x — 20 ), etc. , par le procédé indiqué plus 
haut [ 24], en faisant d’abord x = iox', ce qui changeoit 
l’équation en x '■ — 1,745 = o. 

Coefficiens des équations.... 

en 4 .' -n-o-t- o — i,745 

en (^ 7 q ~ ) 1- ou (■*'-“*>••* + 3+ 3—0,745 

en ( X 1Q 3 ° ) ou (x' — a).. *.1-4-64-12 + 6 , 255 

Et par conséquent.... 

en (a: — + 3 o -f- 3 oo — 745 
en (x — 20)... r +60+ 1200 + 6255. 

# Donc la racine est entre 10 et 20. Il ne reste qu’à se pro- 

curer les transformées successives après celle en (x— 10), 
jusqu’à celle en (x — 19) tout au plus. 

Coefficiens des équations.... 

en (x — 10). •• 1 +3o+3oo—745 
en (x — ii)...i+33-+-363— 414 
en (x — 12)... I- 4 - 36 -+- 432 — 17 
en (x — 13 ). •• 1 + 39-1- 507-4-462. 

Et l’on conclura , comme plus haut , que la racine 3 *^ nie 
ou cubique de 1745 est entre 12 et i 3 . 

La nouvelle Méthode offre donc un moyen d’ex- 
traire , par des additions et soustractions , la racine 
m ième } exacte ou approchée , d’un nombre quelconque. 
Si l’on veut comparer cette méthode avec les anciens 
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procédé , nous laissons à juger lequel des deux moyens 
mérite la préférence. 

48. Le procédé que nous avons employé dans le 
n° précédent , n’est pas applicable seulement aux équa- 
tions à deux termes ; on peut aussi l’employer dans une 
équation quelconque , toutes les fois qu’on aura sujet 
de penser , d’après l’examen des coefficiens de la pro- 
posée , que le plus grand nombre entier , faisant partie 
de la plus grande racine positive, peut être exprimé par 
plusieurs chiffres. Dans ce cas , il pourra être plus con- 
venable de faire x — tox' , ou x = 1003/ , etc., et de 
se procurer d’abord les transformées en ( x — io J , 
(x — 20) , etc. ; ou en (x — 100) , (x~— 200) , etc, etc. ; 
ou bien encore , de résoudre l’équation en x ' , à l’aide 
des transformées successives en ( x — i),(x ’ — 2), etc.; 
puis d’en déduire les valeurs de x. 

Ces remarques détruiront sans doute cette objection 
que l’irréflexion pourroit opposer à notre Méthode; 
savoir : « que si les racines étoient exprimées en nombres 
» un peu grands , la Méthode seroit impraticable 
» par sa longueur , et qu’on auroit beaucoup plus tôt 
» fait de chercher les mêmes choses par les méthodes 
» ordinaires». 

On peut se rassurer contre cette prétendue longueur , 
puisque le nombre des transformées successives exigées 
par cette Méthode , si faciles d’ailleurs à obtenir par 
notre Algorithme , est égal au nombre des chiffres qu’on 
veut avoir à la racine , plus la somme de ces mêmes 
chiffres considérés comme n’exprimant chacun que des 

5 
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unités simples. Par exemple , pour avoir le nombre 8ia, 
le nombre des transformées seroit 3 -+- 8 -+- 1 •+■ a= 14. 


49. Veut-on maintenant avoir , dans les cas précé- 
dens, des racines plus approchées, à telle unité déci- 
male près qu’il plaira , on peut employer la méthode 
d’approximation qui sera exposée ci- après, au Cha- 
pitre VI. 
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CHAPITRE Y. 

Suite de l'exposition de la nouvelle Méthode. Seconde 
Partie. Cas où cette Partie , jointe à la première , 
suffit pour faire découvrir les limites de toutes les 
racines réelles d'une équation. 

5 o. Les cas mentionnés dans le chapitre précédent ne 
sont pas les plus nombreux. Tantôt l’équation à résoudre 
n’a que des racines imaginaires; tantôt ses racines sont 
toutes réelles , mais on l’ignore , et plusieurs d’entr’elles 
ayant pour limites les mêmes nombres entiers p et p- 4-1 , 
on ne peut les découvrir toutes par les seules transfor- 
mées en (x — i ) , (x — 2) , etc. ; d’autres fois quelques- 
unes des racines sont réelles, et d’antres sont imaginaires, 
sans qu’on le sache ou qu’on soit instruit du nombre des 
unes ou des autres. Dans ces diverses circonstances , on 
aura recours à des transformées collatérales , en la manière 
qui va être expliquée. 

5 i. Il faut d’abord observer que la résolution des équa- 
tions se réduisant à la recherche des racines positives [32], 
cette recherche elle-même se réduit à celle des racines 
positives qu’une équation quelconque peut avoir au-des- 
sous de l’unité. Ceci est une conséquence des transforma- 
tions successives ; car il est évident que pour connoître 
toutes les racines positives de l’équation en x , il suffit 
de connoître respectivement les racines positives infé- 
rieures à l’unité, i°. de la proposée ; 2 0 . de sa transformée 
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en (x — i ) ; 3°. de celle en (x — 2) ; et ainsi de suite , 
jusqu’à la dernière transformée qui conserve quelque va- 
riation de signe. On voit en effet qne pour découvrir les 
racines que la proposée peut avoir entrep et p-+-i , il ne 
s’agit que de trouver dans l’équation en (x — p ) , les 
valeurs de l’inconnue (x — p) comprises entre o et i. 
Tel est donc le problème dont il faut obtenir généra- 
lement la solution : Etant donnée une équation qui n’a 
point de racines égales , s’assurer si elle a , ou si elle n’a 
pas des racines comprises entre o et i. 

52. Lorsqu’on ignore si l’équation proposée a toutes 
ses racines réelles , l’examen de la succession des signes 
ne fournit plus un indice certain de l’existence des racines 
qui peuvent être comprises entre p etp -+- i.Si l’équation 
en ( x — p — i) a des permanences de signe de plus que 
l’équation en ( x — p ) , le signe du dernier terme dans 
chacune de ces équations étant le infime , on peut seule- 
ment soupçonner qu’il y a des valeurs de (x — p) entre 
zéro et un , et parconséquent des valeurs de x entre p 
e t p-p i ; mais ce soupçon reste à vérifier. 

D’une autre part, si la seconde proposition mentionnée 
au n° 3g étoit admise comme principe général pour une 
équation quelconque , ce principe fournirait un motif 
constant d’exclusion contre toute valeur qu’on voudrait 
attribuer à (x — p) entre zéro et un , toutes les fois que 
l’équation en (x — p — i), n’a pas plus de permanence 
de signe que Féquation en (x — p). Dès lors on déter- 
minerait sur le champ , au moyen des exclusions qu’on 
serait autorisé à prononcer, les seuls nombres entiers 
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parmi lesquels on doive chercher ceux qui sont , à moins 
d’une unité près , les racines de l’équation proposée. 
Comme nous n’apporterons point ici de preuves de la 
généralité de ce principe, nous allons recourir à un autre 
motif de rejet. 

53. Soit, par exemple, cette équation.... 

a 3 — 4 æ* -+- 3a; — 6 = o ; 

l’équation inverse en z ou ^ est , comme l’on sait , celle 

dont les coefficiens sont les mêmes que ceux de l’équa- 
tion en x , mais en ordre inverse.... _ • 

6z 3 — 3s a -+- 4 . 2 — i = o. 
la transformée en (z — i ) est.... 

6(z — 1)3+ i5 (z — i )**+• 1 6 (z — i ) -f- 6 = o. 
Cette transformée n’ayant que des permanences de 
signes , offre un indice ou critérium certain de l’absence 
de toute racine réelle entre zéro et un , dans l’équation 
en x. Généralement V équation en x ne peut avoir plus 
de racines entre o et i , que la transformée en (z — i) 

ou — i) n’a de variations de signe. 

\ # 

Et si l’équation en ( z — i ) a son dernier terme né- 
gatif , celle en z a, pour le moins , une racine réelle 
entre zéro et un. 

54 . Appliquons ce critérium à l’équation.... 

x 3 — 2x — 5 = o, 

et faisons - = z , — ~ — a, , — — - -z, , «tainside suite. 

X X ““ I x ■ 2 
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CoefficienS des équations.... 

en x t-f-o— a — 5.... en (z — i). .. ,5+17+17+ 6 

en (x— i). .. . i-f-3+ i — 6.... en (z, — i)... .6+174-13+ t 
en ( x — a).... j4-6+io — i....en (z, — i)....i— • 7— -a3 — 16 
en (x— 3). . . . i+ç+a5+i6. 

Et pour la recherche des racines négatives, soit — x, 

- — z , etc. 
x * 

Coefficiens des équations.... 

en x 1— o — a+5....en (z — 1). . . .5+i3+n+4 

en (x— -i). ... i+5+t+4. 

Ces transformations collatérales suffisent, comme l’on 
voit , pour la résolution approximative de l’équation, à 
moins d’une unité près 5 elles donnent l'exclusion à tout 
nombre négatif; et elles excluent en même temps tout 
nombre positif, excepté le nombre a , lequel est admis 
pour le plus grand nombre entier compris dans la racine , 
par le double motif que le dernier terme de l’équation 
en (a; — 3) est de signe contraire à celui de l’équation 
en (x — 2), et que le dernier terme de l’équation colla- 
térale en (r, — t ) est négatif : ces deux motifs coincident 
toujours ensemble. 

55. Ces transformations suffisent aussi pour détermi- 
ner , à moins d’une unité près , les racines réelles d’une 
équation , toutes les fois qu’à chaque couple d’équations 
en (x — p ) et ( x — p — 1), dont les derniers termes 
respectifs sont de même signe , correspond une équation 
collatérale en (r f — 1 ) qui n’a que des permanences de 
signe. 
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Exemple . . . .x 4 — iax3 +- 58x a — i32x-+ 121 =0. 

Coefficiens des équations. . . 

en x i— ia+58— i3a+iai . . .en (*— i). . iai+ô5a+388+ig3-t-36 

en (x— 1). . . 1— 8+38 — 43+ 36. . .en (*,— 1). . 36+ 96+100+ 4®“t“ .9 
en (x— a). . .1— 4+10— ia+ g. . .en (z, — 1). . g+ a4+ a8+ 16+ 4 
en (x — 3). . . 1+ 0+ 4+ 0+ 4 a • ' e0 • * 4~t“ 16+ a8+ a4+ 9 

en(x—4)...i+ 4+10+ ia+ 9. 

Les transformées collatérales donnant ici l’exclusion à 
tout nombre positif, et la proposée n’ayant point de 
permanence de signe , parconséquent point de racine 
négative , il s’ensuit que toutes ses racines sont ima- 
ginaires. 

Autre exemple. . . . x 4 — 5x3 4- 5x a -+ 6 — 12 = o. 

Coefficiens des équations.... 

en x 1— 5+ 5+ 6 — ia....en (z— i ). . . .i*+4a+49+a5+ 5 

en (x— i)....i— 1 — 4+ 5— 5.... en ( z , — i).... 5+i5+ig+i4+ 4 
en (x— a)....i+ 3— a— a— 4- ...en (z, — i).... 4-f-i8+3a+a3+ 4 
en (x— 3) .... i+ 7+13+ 7™ 4* * • *en (*3— 1}. * . • 4"b 9™* 1 1— 38— a4 
en (x — 4). ... 1 + 1 i+4o+58+3a. 

Puis on fait x = — x, j = z, etc. 

Coefficiens des équations.... 

en x 1+ 5+ 5— 6— la, .... en (z— 1 ). * . ia+54+85+ 5i+ 7 

en (x— i)...i+ g+a6+ a3— 7 en (z,— 1)... 7+ 5 — 53— 10a— 5a 

en (x — a). . . i + i3+5g+io$+5a. 

D’après les transformées collatérales , on reconnoît que 
les seules racines réelles de l’équation sont 3 et — r , 
à moins d’une unité près. 

56. L’uniformité des signes dans l’équation en (r, — i ) 
ne permettant pas d’attribuer aucune valeur à (x — p) 
entre o et i , on peut demander si la proposition inverse 
est également vraie ; c’est-à-dire , si cette uniformité a 
toujours lieu , lorsque x — p n’a aucune valeur positive 
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inférieure à l’unité. Si cela étoit, on voit que l’emploi des 
transformations collatérales ne fourniroit pas seulement un 
motif certain d’exclusion contre des nombres qui n’ap- 
partiennent pas aux racines de l’équation proposée , mais 
qu’il feroit aussi connoître avec certitude les nombres 
entiers qui sont , à moins d’une unité près , des racines 
de cette équation. 

57. Pour obtenir la répons e àcette demande , il faut 
considérer que si x — p n’a pas de valeur entre zéro et un , 


alors l’équation en z* ou — - — n’ayant pas de valeur su- 

x p 

périeure à l’unité, la transformée en ( z - — 1 ) ne peut avoir 
pour racines réelles que des racines négatives. Donc tous 
les facteurs réels simples que cette transformée peut avoir, 
sont de la forme z r — 1 4- A ; et si ces facteurs ne sont 
associés qu’à des facteurs du second degré de la forme 
(z; — P {z , — 1 )-+- Q, (A , P et Q étant positifs 
par eux-mêmes) , il est évident que la transformée en 
(z r — 1 ) n’a pour lors aucune variation de signe. Or cette 
forme des facteurs du second degré a toujours lieu dans 
la transformée, à l’exception d’un seul cas, savoir, celui 
où l’équation en ( x — p) a une ou plusieurs couples de 
racines imaginaires de la forme — P ; ensorte que 

f et p étant l’un et l’autre moindres que l’unité , on ait 
P 1 — S) > et parconséquent p < -j. 

En effet lorsque 


f=F y/= 9 . 
/'+ P ’ 


et 


St— x 


/ 


/* + <P 


1 — V —P 
+ /• + * * 
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la partie réelle ^- ^ -- — i ne peut être positive, à moins 

que le dénominateur y a -+- < p ne soit plus petit que f\ ce 
qui n’a lieu qu’autant que f et <P sont des fractions, et 
qu’on a <p <f — f x , ou <P <f( i — f) ; d’où il suit que 
<p est alors moindre que ^ ou 0 , 25 ; vu que 5 est , comme 
on sait , le plus grand produit que puisse donner une 
fraction multipliée par son complément à l’unité. 

Ce cas est le seul qui, introduisant dans la transformée 
en (z r — 1) des facteurs de la forme (z r — i) 2 — P (z r — i)-+-Q, 
pourroit y donner lieu à des variations de signe, et laisser 
subsister la présomption de l’existence des racines entre 
zéro et un dans l’équation en (x — p). 

58 . Ce cas d’exception s’évanouira nécessa'rement par 
l’effet des opérations ultérieures de notre Méthode , 
comme on va le voir dans le chapitre suivant. Mais il 
suit dès à présent, du numéro précédent , que la seconde 
partie de cette Méthode fait connoître avec certitude, 
tantôt l’absence de toute racine réelle dans l’équation 
en (x — p ) entre o et 1 ; tantôt l’alternative de l’exis- 
tence de plusieurs racines entre zéro et 1 , ou de celle 
d’une couple , au moins, de racines imaginaires , dont la 
partie réelle est une fraction proprement dite , tandis 
que la quantité précédée du signe — sous le signe ra- 
dical , est moindre que ~ ou 0 , 25 , et même que le pro- 
duit de la partie réelle par son complément à l’unité. 
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CHAPITRE VI. 

Fin de T exposition de la nouvelle Méthode . Troisième 

Partie. 

5 (). Lorsqu’on sait avec certitude que la proposée a 
une ou plusieurs racines comprises entre p et p-+-i,il 
reste à trouver une valeur exacte de ces racines jusqu’au 
n iïmc chiffre décimal j et quand on a lieu seulement de 
présumer leur existence , il reste à opérer la vérification 
de ces racines douteuses. Un même procédé va remplir 
ce double objet ; c’est-à-dire que la méthode d’approxi- 
mation pour les ratïnrsdcjà connues , sera en même temps 
une méthode de vérification et d’approximation pour 
celles qui ne sont que soupçonnées. 

60. Soit qu’on ait la certitude que l’équation en (x — p ) 
a quelque racine comprise entre o et 1 , soit qu’on se trouve 
seulement autorisé à le soupçonner, on fait io(x — p)=x\ 
Autant x — p a de valeurs entre zéro et un , autant a;' en 
doit avoir entre zéro et dix. Il faut donc, au moyen des 
transformées en ( x ' — 1 ) , (x' — 2), etc. , jusqu’à celles en 
( x ' — 10) tout au plus, chercher les racines que l’équa- 
tion en a' a ou peut avoir entre o et 10. 

On se comporte dans cette recherche comme dans celle 
des racines de l’équation eu x\ et l’on parvient de cette 
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manière , soit à trouver la première décimale des racines 
dont la partie exprimée en nombre entier p est déjà con- 
nue;soit à reconnoîtrc et à vérifier, à moins d’un dixième 
près, l’existence des racines comprises entre p et (p-t-i), 
qui jusques-là étoit douteuse, et qui cesse de l’être, parce- 
que ces mêmes racines ne se trouvent point comprises 

ensemble entre ^ p -+• -^ ) et ^p + - ^ ^ , les diffé- 
rences de ces racines cntr’elles pouvant d’ailleurs être 
indéfiniment moindres que tVj soit encore à détruire la 
présomption occasionnée par des racines imaginaires 
f-hlS— 9 , dans le cas où le critérium ou moyen d’ex- 
clusion mentionné dans la seconde Partie [53], s’est trouvé 
en défaut [ 5y]. 

6 1. On parvient, disons-nous, à détruire ce soupçon 

à l’aide des équations en (x — p ') et en {z ? — i ), toutes 
les fois au moins que le centuple de la fraction <p est égal 
ou supérieur à ^ ; ou , ce qui revient au même , toutes les 
fois qu’on n’a pas P < , ou bien < p < o,oox5. 

Pour s’assurer de ceci , il ne faut que faire attention à 
l’équation io ( x — p) —x. Lorsqu’une valeur imaginaire 
de ( x — p) est f+ V — <P, la valeur correspondante de xi 

est ioo <P , et celle de (x' — p') est 

( lof— — ioo 9 , ou bien f' -1- — ioo ÿ f 

sil’onfkit io f — p' = }’• On raisonnera donc pour l’équa- 
tion en ( z’f — x ), comme on a fait ci-dessus pour celle 
en ( z r — i ) [58]. 

62. Ce qui précède va s’éclaircir par l’exemple suivant. 
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Soit à résoudre l'équation.... 

X3 _ 5 1 X* -t- 76 1 X — 2655 — o 5 

ou bien , X étant égalé à tox, soit proposée cette autre 
équation.... 

a: 3 — 5 ,tx* 4- 7,612: — 2,655 — 0. 

L’équation n’uyunt point de permanence de signe, n’a 
point de racine réelle négative. 

Coefficiens des équations.... 

en x 1 — 5,1+7, Gi — a, 655. ..en(e — 1 )...a,655+o,355— a,i55— 0,855 

en (x — i)...i — 3,i+o,4t4-°3 i 55. . .en (i, — i)...o, 855 +a, 975+1,383+0,1 65 
en (x — a).. . 1 +0,9 — o,7g+-o, i 65 . . . en (s„— i)...o, 1 65 — o,sg 5 — 0, 1 85+1,375 
en (x— 3 ) . . . i + 3 ,g + 4,0 1 + 1 ,375. 

Donc zéro est admis comme racine approchée , à moins 
d’une unité près ; le nombre 1 est exclus ; le nombre 2 est 
à vérifier. 

Pour l’approximation de la racine admise , soit iox=xf , 



Coelliciens des équations.... 


en 

x \. 


. I — 

St 

4 - 

761 — 

3655 

en 

(•*- 


. 1 

48 

4 - 

663 — 

« 9 f 4 

en 

( x '~ 

-2). . . 

.1 — 

4 5 

4 - 

569 — 

îlacj 

en 

(x- 

- 3 ;... 

.1 — 

4 a 

-f- 

482 — 

804 

en 

(•*- 


.1 — 

39 

4 - 

401 — 

363 

en 

(■*'- 

- 5 ;... 

.1 — 

36 

4 - 

326 4- 

0. 

= 5 

d’o 

ù x — 

o, 5 . 






JV. B. On voit que les équations collatérales en (z / — 1) , 
(x', — 1), etc. sont inutiles dans cette circonstance , parceqne la 
transformée en (x— 1) n’ayant qu’une variation de signe , il 
S’ensuit que Jtf 11e peut avoir qu’uue seule valeur entre o et 10 , 
x n’en pouvant avoir qu’une entre zéro et un [53J. 
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Pour la vérification des racines douteuses, soit 

*o (x — 2) = x',~ — i! , etc. 

Coefficiens des équations.... 

* n * '•••>+ 9—79+165 en (i'— i)....i 65 + 4 iG+ 346 + 9 J 

«a (x' 1) , + ,2— 58 + 96 en (t'.— 1).... s 6 +a 3 o-f 184+51 

«b (x'— +i5— 3i + 5i en 1 ).:. .. 5i+iaa+io6+36 

•a (x — 3 ). . . . n-f- 36 . 

Donc xf n a pas de valeur réelle positive; donc 2 est 
exclus, et l’équatiou est résolue. 


63 . Autre exemple.... x s — 3 x * — 3 x^ +.y x 2 +. 8 x -+. 2 _ Q . 

Coefficiens des équations.... 

* ni ■ 3 ~ 3 + 7 + 8 + a...en(s-i).„ a+j 8 + 5 g+ 86454+19 

•n(x— i)...i+- 9— 5—10+ 6+ia...en(i,-i)... ia+66+i34+iai+46+ 6 
en(x— a)...i+ 7+iî— 3— 16+ 6... en (1.-1)... 6+14— 7— 3a— io+ 1 
,+ '“ +5 " M,+So+ 

Coefficiens des équations»... 

en x = — X. 3— 74 - 8 — a... en (*— i) t ..a4.a^--44*4^. , 

•n (x — 1 ).. . . i-f-B-f-i 9+134 2+0. 

Donc une des valeurs de x est — i , et les transformées 
Collatérales ne permettent de soupçonner d’autres racines 
réelles qu’entre 2 et 3 et entre o et 1. 

Pour la vérification des racines douteuses positives', 
soit 10 (x— 2) = \' y ou x = 2 4 - O n obtient l’équa- 
tion en x par une addition convenable de zéros dans les 
coefficiens de l’équa^on en (x— 2). u .4^ 


\ 
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Coefficiens des équations.... 

en x' i+ 7<>-f-i3oo— • 3ooo— -i6iooo-f-6ooooo 

en (x' — i)....i-f- 75+i5go-(- i33o — 161815+438371 
en (jr'— a). . . . i-f- 804-1900-f- 656o — 1640804-279553 

en (x' — 3 ) 1+ 85-f-aa3o4- 13750 — i34g3 54-13401 3 

en (x' — 4) 14- 904-25804-19960—1034004- 14145 

en (x' — 5).... 14- 954-39504-28260— 54375 — 65625 
en (x' — 6). . . . 14-1004-33404-376804- n36o — 88704 
en ( x ' — 7). ... i4-io5-|-375o4-483io 4- 97145 — 36223 
eu (x'— 8 ). . . . 14-1 104-41804-602004-3054404-1 i3o88. 

Donc a’ a deux valeurs, l’une entre 4 et 5, l’autre entre 
7 et 8 j et parconséquent les racines positives de x sont , 
à moins d’un dixième près, 2,4 et 2,7. 

N. B. L’équation en ( z . — 1 ) ou — 1) n’ajant que 

✓ deux variations de signe , ne peut avoir que deux racines posi- 

tives [53] , et parconséquent ( x — a ) ne peut avoir plus de deux 
valeurs entre o et i , ni x' plus de deux valeurs entre o et 10 : 
les transformées succcseire» faisant ici connaître ces deux va- 
leurs , il est inutile de calculer les collatérales. 

Pour la vérification des racines négatives qui peuvent 
être comprises entre o et 1 , on fera 10 x = x , et par les 
transformées successives en ( x'— i),(x' — 2), etc. , on 
trouvera deux valeurs pour x , comprises respectivement 
entre 4 et 5, et entre 7 et 8. D’où il suit que les racines 
négatives de x sont — 0,4 et — 0,7, à moins d’un dixième 
près, 

64. Les écpiations en ( x * — //) et en (z ^ — 1 ) peuven t 
n’être pas suffisantes pour déterminer l’admission ou le 
rejet de la totalité de* racines douteuses. Alors on a recours 
aux équations en (x' — p’)e t en (xV — 1), qu’on obtient 
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en faisant 10 (x? — p') = x', ■■■ > , = «V, et en procé- 

X —p 

dunt comme on a fait ci-dessus pour les équations en 
{x — y) et eu (jsV — i)* 

Par ce moyen on approche , jusqu’à la seconde déci- 
male inclusivement , des racines dont l’existence est déjà 
reconnue, en même temps que l’on découvre les racines 
réelles jusques-là douteuses, qui étant comprises entre 


et (jP » n ont poi nt pour communes 

limites ( p H — ^ — I — ^ ^ et (p-h— — 1 - - V les diffé- 

rences de ces racines entr’elles pouvant d’ailleurs être 
indéfiniment moindres que tît- 

On détruit aussi , par ce même moyen, le soupçon qui 
auroit été maintenu dans l’équation en (a' — y") par les 
imaginaires J ' ;+ îoop, toutes les fois, pour le 

moins , que ioooo <p n’est pas égal ou supérieur à \ ; ou , 
ce qui revient au même, toutes les fois qu’on n’a point 
9 < 7 ^- 3 , ou bien <p < o,oooo25. T. es raisonnemens sont 
ici les mêmes qu’aux numéros 58 et 6i. 


65. S’d reste encore à vérifier des racines présumées , 
ou si Ton veutpousser l’exactitude des racines decouvertes 
jusqu’à la troisième décimale inclusivement, on voit com- 
ment la vérification et l’approximation se continueront 
par les équations en (a* — p'jet cn (~V — i ) qu’on obtient 

x“ 1 

en faisant i o ( x — p" ) = — , et — *- = «V. 

66. F!n procédant de la sorte , au moyen des équations 
« 0 ( 4 .” — y”), en(x* — p J ) , etc. etc., s’il y a lieu, ou finit 
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par déterminer quelles sont , parmi les racines présumées 
de l’équation proposée en x , celles qui doivent être admises 
et celles que l’on doit exclure. Généralement , on n’est 
dans le cas de recourir à l’équation en ( — p M ) , qu’autant 

qu’on veut avoir des racines exactes jusqu’à la décimale 
n Um» inclusivement , ou que la proposée a des racines 
imaginaires dont la partie réelle n’est pas un nombre 
entier, et dont la partie précédée du signe — sous le 

signe |/", est moindre que j encore , dans la seconde 

circonstance, ce recours n’est-il pas toujours nécessaire. 

Nous sommes donc arrivés , par notre Méthode , au 
but que nous nous sommes proposé, qui est de trouver 
exactement, jusqu’à tcllcdécimale qu’on voudra, les seules 
valeurs réelles qui puissent être assignées à l’inconnue 
d’une équation numérique d’un degré quelconque; et 
nous y sommes parvenus par le seul emploi des deux pre- 
mières règles de l’Arithmétique. La pratique étant la 
pierre de touche de lacommodité des diverses méthodes, 
nous desirons que nos Lecteurs s’exercent à résoudre les 
mêmes équations numériques par la nôtre et par cellesqui 
l’ont précédée ; qu’ils résolvent , par exemple, l’équation 
du cinquième degré du n° 63, et celles du quatrième 
degré du n° 55. 
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NOTES. 


Sur le CHAPITRE I". 

(A) N ous avons dit , au sujet du procédé que M. Lagrange 
a proposé pour corriger la méthode des substitutions successives, 
qu’il pouvoit donner lieu , en certains cas , à des milliers , et 
môme à un nombre indéfiniment plus grand , d'opérations super- 
flues. Soit, par exemple, une équation du quatrième degré 
ayant une de ses racines entre o et i ; une autre racine entre 
i et 3 j une troisième égale à 4 , moins un demi-millionième; 
et, pour dernière racine, 4> plus un demi-millionième (on 
prend ici , pour plus grande commodité , une fraction ration- 
nelle ). Dans ce cas , la limite de la plus petite différence des 
racines sera moindre qu’un millionième. Donc si l’on fait 
D < 700500S dans la progression arithmétique o , D , aD , 3D, etc. , 
le nombre des termes à substituer devra s'élever à plus de quatre 
millions ; tandis que cette même équation peut se résoudre par 
la seule substitution des nombres 0 , 1 , 3 , 3 , 4 et 5. Cette 
extrême multiplicité de substitutions est donc un luxe infiniment 
onéreux; et l'on auroit , généralement, plus tôt fait d'employer 
successivement , pour les substitutions , au lieu de la série 
o , D , aD , 3D , etc. , la série des unités simples ; puis, en cas 
d'insuffisance, celle des dixièmes; puis encore celle des cen- 
tièmes , et ainsi de suite. 

Ce parti seroit préférable , lors même qu’on seroit tenu , 
en l'adoptant , d’opérer la substitution des nombres de chaque 
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série compris entre chaque terme de la série précédente et le 
terme suivant , c’est-à-dire , de substituer les dixièmes compris 
entre o et i , entre t et a , entre 5 et 4 » et ainsi de suite sans 
exception , etc. A plus forte raison, ce mode de substitution doit- 
il être préféré lorsqu’on a trouvé le moyen de se dispenser de la 
plupart de ces intercalations ou substitutions intermédiaires , 
ainsi que cela se rencontre dans notre Méthode. 

Parle même motif, dans une équation dont la plus grande 
racine paroîtroit susceptible de renfermer dans sa valeur des 
dixaines, ou des centaines, etc., on devroit employer , pour 
les premières substitutions, la série des dixaines, ou calle des 
centaines , etc. Les termes de chacune des progressions arith- 
métiques qu’il conviendroit d’employer successivement, peuvent 
êire représentés d’une manière générale par o, io", a.io", 
5.io", etc.; «étant un nombre entier positif, ou zéro, ou un 
nombre entier négatif. On doit commencer par la substitution 
des termes de la progression dont la différence io" est la puis- 
sance de îo immédiatement inférieure à la limite de la plus 
grande racine positive. Si cette limite , par exemple , étoit 
comprise entre cent et mille, la différence de la première pro- 
gression à employer seroit 10 *. La dernière progression à la- 
quelle on puisse être dans le cas de recourir , est celle dont 
la différence est la puissance de îo immédiatement inférieure 
à D ; mais on pourra souvent , ainsi que nous l’avons fait 
observer, se trouver dispensé d'en venir à cette progression, 
et même à plusieurs de celles dont l’emploi doit précéder le 
sien. L’exemple allégué au commencement de cette note en est 
une preuve sensible. Quoique les puissances de tout autre nombre 
que io pûssent être prises pour les différences respectives de ces 
progressions , ce dernier nombre doit, en général, être adopté 
de préférence, à cause de la facilité des calculs, qui résulte 
de cc qu’il est la base du système de numération usité. 

Si les quatre premières racines d’une équation proposée, du 
sixième degré, étoient des imaginaires dont la partie réelle fût un 
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nombre entier positif moindre que 3 , lesdeux dernières racine* 
restant les mêmes que ci-dessus, c’est-à-dire, 4 — tto»sït 
et 4-f- .oooo ô o i a l°r* les quatre millions, et plus, de substitutions à 
opérer, seroient rigoureusement nécessaires pour la résolution de 
l'équation, selon la méthode de M. Lagrange-, et cette dure 
nécessité est encore un inconvénient extrêmement grave. Pour 
résoudre une semblable équation , à moins d'une unité près , 
suivant la nouvelle méthode, il ne faut que quelques minutes. 


(B) En parlant du fameux théorème de Descartes , l'illustre 
Auteur du Traité de la Résolution des Equations numériques 
y rappelle que les Anglois attribuentcette règle à leur corapat riote 
Harriot. Il est vrai que Descartes, de son vivant même, fut 
accusé, par les Anglois , de cette espèce de plagiat , comme ils 
ont formé depuis une semblable imputation contre Leibnitz. 
Mais en rappelant cette accusation surannée , qui n’a point 
empêché que le théorème dont il s’agit n’ait été constamment 
appelé la Règle de Descartes , il est juste aussi d’observer 
qu’elle a été détruite par plusieurs Auteurs du dix-septième 
«iècle. Le P. Prestet , dans ses Elémens imprimés en 1689 , 
provoque , à ce sujet , la comparaison des écrits d’Harriot avec 
ceux de Descartes. < Lorsque M. Wallis , dit-il , un peu trop 

> jaloux de la gloire que la France s’est acquise dans les 
» Mathéraathiques, vient renouveler cette accusation ridicule, 

> on est en droit de ne le point croire , puisqu’il parle sans 
» preuves. M. Hudde , hotlandois, qui n’est point suspect, puis- 
» qu’il n'avoit aucun intérêt à soutenir l’honneur des auteurs 

> franqois , est bien plus équitable dans le jugement qu'il porte 
» de M. Descartes ». 
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Sur le CHAPITRE II. 

(C) Les deux propositions, dont dépend l’Algorithme du 
chapitre second , nous avoient paru nouvelles. Mais nous ne 
devons pas taire que M. Legendre , dans son rapport sur une 
partie de notre travail, en a jugé autrement. Suivant lui, «ces 
» deux théorèmes que l’Auteur regarde comme nouveaux, ne 
» sont que l'énoncé de propriétés déjà connues , relatives à 
» la sommation des suites , et ce qui lui appartient se réduit 
» à l’Algorithme propre à opérer les transformations ». 

Si l’on considère que le second de ces théorèmes et l’Al* 
gorilhme ne sont qu’une seule et même chose , on aura sans 
doute quelque peine à comprendre que l'un appartienne à 
l’Auteur, si l’autre ne lui appartient pas. Peut-être le Rap- 
porteur se seroit-il exprimé avec plus de justesse et de justice , 
S’il eilt dit que ces deux propositions, jusqu'ici inconnues, 
sont des conséquences si faciles à déduire des principes déjà 
xecus , qu'il peut paraître étonnant qu’on ne s’en soit pas avisé 
plus tût. Peut-être, du moins, auroit-il mieux valu que M. Le- 
gendre, en niant la nouveauté de ces propositions , ne se fût 
pas borné à cette simple négation, et qu’il eût bien .voulu 
indiquer en quel ouvrage, élémentaire ou non, elles se trouvent 
consignées. Quoi qu’il en soit , d’après l’imposante autorité du 
savant Rapporteur , on conçoit qu’il est inutile de s'arrêter 
ici à prouver des propriétés connues. 

(D) L’Algorithme indiqué au n° a6, pourrait être employé 
à la recherche directe des racines négatives j mais il nous a 
paru plus simple et plus commode de ramener cette recherche, 
comme on a coutume de faire , à celle des racines positives et 
d’employer, à cet effet, notre Algorithme ordinaire. 
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(E) L’Algorithme du second chapitre, en perdant un pêu 
de sa simplicité , peut s’étendre au calcul de la transformée 

en (a: — d n'étant plus seulement une puissance de 10, 
mais un nombre entier quelconque. 11 faut, pour cela, faire 
x = -j , et, pour avoir les coefficiens de l'équation en x', mul- 
tiplier respectivement ceux de l’équation en x , à compter de 
celui de*”, par d“, <?, d d“. Ensuite, par de simples additions 
et soustractions, on se procure [n"* an , 34, a 5 ] la transformée 
enr' — n, dont les coefliciens , à compter de celui de la plus 
haute puissance, respectivement divisés par d ° , d ' , d" , 

deviennent ceux de l’équation en Par ce procédé, 

le nombre des multiplications et divisions est diminué, autant 
qu’il se peut. 














1,” 

*>• 
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Sur le CHAPITRE III. 

CF) Os a vu [ n“ 35 ] comment on peut déterminer une 
limite, en moins, de la plus petite valeur positive, et une 
limite , en plus , de la plus grande valeur que puisse avoir 
l’inconnue d’une équation. Maisil est une remarque qui n’a pas 
encore été faite, c’est qu’on peut déterminer deux limites sem- 
blables pour les valeurs réelles qu’une équation peut avoir entre 
zéro et un ; et voici comment. 

Pour obtenir une limite moindre que la plus petite racine , 
on use du même procédé qu’au n" 55; c’est-à-dire, on prend 
le quotient du dernier terme divisé par la somme de ce même 
terme et du plus grand coefficient précédé d’un signe con- 
traire : ce quotient donne nécessairement une fraction pour 
1 i mite de la plus petite racine positive. 

La limite de la plus grande racine qui puisse être comprise 
entre zéro et un , se découvre à l’aide de la transformée en (j: — i), 
après qu'on a changé les signes de ses coefficiensde rang pair : le 
plus grand coefficient de cette équation , ainsi modifiée , de signe 
contraire à celui de son dernier terme, étant divisé par la somme 
de ce coefficient et du dernier terme , le quotient est une frac- 
tion dont la valeur surpasse celle de la plus grande racine que 
la proposée en x puisse avoir entre o et.i. Cette fraction est le 
complément , à l’unité , de celle qui exprime la limite de la 
racine la plus voisine de zéro , que l’équation en (a: — x ) puisse 
avoir entre o et — i. Avec un peu de réflexion, on apperçoit aisé- 
ment la raison de ceci. 

On jugera , par la suite de ces Notes , de quelle importance 
peut être cette remarque. 
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Sur le CHAPITRE IV. 


(G) Parmi les cas susceptibles d'être résolus par la première 
partie de la nouvelle Méthode, on a compté celui où la pro- 
posée n’a ni racines imaginaires , ni plusieurs racines réelles 
comprises entre deux nombres entiers p et p -f- i. Il peut néan- 
moins se présenter alors une difficulté , provenant de la pré- 
sence des racines commensurables dans l'équation : en voici un 
exemple avec le moyen d’y obvier. Soit l'équation... 

x'-f-x 2 — 3x-f- i = o; 
on a les coefficiens des équations. . . .• 


en x i + 1 — 3 -f - 1 

en (a: — 1 ). i 4* 4 +/»+<>. 


Dans cette circonstance où la proposée a l'unité pour racine , 
il se pourroit qu’il y eût une autre racine entre zéro et un , dont 
l'existence ne seroit point manifestée par le dernier terme. Si 
cette racine existe en effet, on s’en assurera en prenant la somma 
des trois premiers termes de la proposée i -f- î — 3 , laquelle 
somme égalant — i , est de signe contraire au troisième terme 
-1- a , de la transformée en ( x — i ) , et par conséquent , atteste 
l'existence d’une racine entre o et i . 

La raison de ceci est que , dans ce cas, l’équation du deuxième 
degré qui résulte de la division de la proposée par x — i , a pour 
ses coefficiens respectifs les sommes-premières des coefficiens de 
la proposée , à commencer du premier jusqu’au troisième. Ces 
sommes étant i, a, — i , l’équation du second degré est. . . . 

x' -j- ax — i=o, 

dont la transformée en ( x — i ) est. . . . 

( X — -l)*f-3iSS0. 
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Celle opération scroit inutile , si l'on savait d'avance que la 
proposée n’a point de racines imaginaires , la simple comparai- 
son des signes de celle équation avec ceux de sa transformée étant 
alors suflisanle pour manifester l’existence de la racine entre et i. 

Quoique l’exemple employé dans cette note, soit celui d’une 
équation en a; du troisième degré, dont la transformée en (x — i ) 
n’a que son dernier terme égal à zéro, le procédé est général. 
La proposée étant du degré m , et sa transformée en (x — i ) 
ayant scs n derniers termes égaux , chacun , à zéro , il faut 
alors prendre la somme des m -f- 1 — n premiers coefficiens de 
l’équation proposée-, celte somme est la valeur du dernier terme 
tle l’équation en x du degré ( m — n ) , qui est le même degré 
auquel la transformée en ( x — i ) se trouve abaissée par l’éga- 
lité à zéro de ses n derniers termes, 

(II) Nous n'aurions peut-être pas dil faire mention , au n’ 48, 
de l’objection opposée à la nouvelle Méthode j mais nous savons 
que -cette objection a été faite dans les propres termes que nous 
avons rapportés ; et dès lors il a bien fallu en montrer la frivo- 
lité. Quelles sont d’ailleurs cesMéthodcs ordinaires qu’on puisse 
dire plus expéditives , et en même temps aussi sures , aussi 
générales que la nôtre ? 
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Sur le CHAPITRE V. 


en Outre le critérium que nous avons fait connoîlre [n* 55] , 
il en existe plusieurs autres qui , sans avoir tous lesavanlagesdu 
premier , peuvent souvent en tenir lieu. Un second critérium 
consiste dans ce corollaire aussi important par son utilité qut 
facile à déduire de la remarque que nous avons consignée dans 
la note (F) : 

Une équation n'a point de racine entre zéro et un , lorsque 
la limite , en moins, de sa plus petite racine , est égale ou 
supérieure à la limite , en plus , de la plus grande racine qu'elle 
puisse avoir entre o et i . 

Soit, pour exemple , la même équation du n* 53. . .-g 
x 3 — 4r* -f- 3 jc — 6 = o. 

CoefHciens des équaticns. . . . 

en x i — 4 + 5 — 6 

en ( x — i )..... x — x — a — 6. 

Ici la plus petite valeur que x puisse avoir entre o et i , doit 
être supérieure à fou §; et la plus grande doit être au-dessous 
de | ou la contradiction qui se rencontre entre ces deux con- 
ditions fait voir l'impossibilité qu’il y ait des valeurs positives 
de x au-dessous de l'unité. 

(K) A l aide du critérium que nous avons indiqué dans 
la note précédente , on peut souvent résoudre une équation 
numérique , sans avoir besoin de recourir aux transformées 
collatérales, 

8 
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Prenons pour elemple la même équation .... 

x 3 — 4®* H- 3x — 6 s= o. 

Coefficiens des équations. ... 

en x i — 4+ 5 — 6 

en (x — i)....i — i — a — 6 
en(x — a)....i+a — i — 8 
en (x — 3J....Î 6 — 6 

en ( x — 4) i -f- 8 -f- i g -f- 

On a déjà vu que x ne peut avoir de valeur entre o et i. 

La plus petite racine de l'équation en ( x — i ) doit surpasser 
f , et la plus grande racine positive , inférieure à i, que cette 
équation puisse avoir , doit être au-dessous de ou j. La con- 
tradiction est évidente. Donc l’équation en (x — i) n’a point de 
racine positive entre o et i ; et par conséquent , celle en x n’en a 
point entre i et a. 

De même , les fractions qu’on voudrait admettre comme 
racines de l'équation en (x — a), devraient être en même temps 
au-dessus de —ou j, et au-dessous de-£-, conditions incompatibles. 
Donc l’équation en (x — a) n'a pas de racine entre o et i j et 
par conséquent celle eu x n’en a point entre a et 3. 

L’équation en (x — 3) n’a qu’une racine positive qui est 
manifestée entre o et i ; par conséquent x a une valeur positive 
entre 3 et 4 • F.t la proposée n'a pas d’autre racine réelle , vu 
que n’ayant point de permanence de signe , elle n’a point de 
racine négative , et que l’absence des variations de signe dans 
latransformée en (x — 4) établit le nombre 4 pour limite de la 
plus grande racine positive de la proposée. 

(L) Un troisième critérium s’offre encore à nous : Une équa- 
tion n'a point de racine entre zéro et un , lorsque la suite 
formée par les sommes-premières de ses coefficiens pris à 
rebours , ne présente point de variation de signe. Celte propo- 
sition est une conséquence de notre Algorithme [u* ao]; car 
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il est évident que l’absence des variations de signe dans cette 
suite , entraîne cette même absence dans la transformée colla- 
térale. 

Ainsidanslamême équation qui vient de nous servir d’exemple, 
les coefiiciens pris à rebours étant. . . . 

—6+3— 4 + 1 > 
les sommes-premières sont. .. — 6 — 3 — 7 — 6 ; 

d’où il snit que l’équation en x n’a point de racine entre o et 1 . 

Ce critérium s'applique pareillement aux deux transformées 
de celte équation en (x — x ) et en (x — 3 ). L’opération qu’il 
exige peut souvent se faire mentalement , et même d’un coup- 
d’œil , comme cela se trouve dans le cas pris pour exemple; ce qui 
rend ce critérium très-commode, 

(M) Il est encore d’autres circonstances où l’on peut se 
dispenser de calculer les transformées collatérales. 

Lorsque les transformées successives en (x — 1 ), ( x — a), etc. 
ont fait découvrir autant de racines positives que la proposée a 
de variations de signe , on voit que les collatérales en ( z — 1 ) , 
( z , — 1 ) , ( z , — 1 ) , etc. deviennent inutiles. C’est donc sura- 
bondamment que ces dernières ont été employées au n* 54 , 

dans la recherche des racines positives de l’équation 

x 3 — 2 X — 5=0 ; et au n° 55 , dans celle des racines négatives 
de l’équation 5a: 3 + 5x* + 6a:— 13 = 0 . 

Dans la première équation de ce même n’ 55 , la seule règle 
de Descartes rendoit inutiles toutes les transformées collatérales, 
à l'exception de celle en ( x. — 1 ). Il suffit, pour s'en convaincre, 
de jeter les yeux sur les signes des coefEciens de cette équation 
et de ses transformées successives. On en peut dire autant par 
rapport à l'équation en x du n° 6a , et à ses transformées succes- 
sives. En général , il ne faut point perdre de vue cette règle de 
Descartes, dont les applications se présentent fréquemment dans 
la nouvelle Méthode. 
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Lorsqu’on esf parvenu à découvrir m — a racines réelles d’une 
équation du degré m , on ne peut supposer que les deux restantes 
aient des valeurs réelles comprises entre deux nombres entiers 
p et p-\-i , si l’équation en (x — p — « ) n’a pas au moins deux 
permanences de signe de plus que celle en (x — p ). Ainsi dans 
l’équation du n° 46» x 3 — 7X -{-7 = 0, lors même qn’on igno- 
reroit que toutes ses racines sont réelles , la seule vue des 
transformées successives apprendroit qu’il ue faut chercher les 
deux racines positives de la proposée qu'entre 1 et a. 

(N) Le critérium qui est indiqué au n’ 53 , et que l’on doit 
considérer comme le plus important , peut être généralisé ainsi: 
une équation en % ne peut avoir plus de racines comprises 
entre zéro et u , qu’il n'y a de variations de signe dans l'é- 
quation en ^ z — j); u représentant une valeur positive quel- 
conque, et z égalant 

Sur quoi , il faut observer qu’en faisant si — ut , on a les 
mêmes variations de signe dans l’équation en ( £ — * 1 ) ou 

Q — 1 ^ que dans celle en ^ z — H ou ^ 1 ^ ; ensorte 
qu’il suffit, sous ce rapport, d’obtenir la première. 

Ainsi la proposée en x n'aura point de racine entre zéro et 
u , lorsque la transformée en (é — 1 ) ou^ — i^n’auraque 
des permanences de signe. 

Cette uniformité des signes de la transformée aura cons* 
tamment lieu , lorsqu'il n'y a aucune valeur de x entre o 
et u , si ce n’est quand la proposée a une ou plusieurs 
couples de racines imaginaires de la forme /■£=. \J — p, /ayant 
une valeur positive moindre que celle de u, et <p étant moiudre 

que f ( u — f) , et par conséquent moindre que — . Ce cas 
d'exception est le seul qui puisse produire quelque variation de 
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*igne dans la transformée en ( z ' — i)jencore n’en est-ce pas 
un effet nécessaire. 

Dans ce cas, si u—i,f est une fraction, et <p est < -, 

4 

* | qI 

Si u= 10 ,/ est entre o et io , et <p «et < on a 5 . 

Si u ss 100 ,/est entre o et 100, et <p est •< i— ou a 5 oo. 

4 

Et généralement, si u = io*, f est entre o et io", et ip est 

< ou a 5 . i Ceci a également lieu lorsque l’expo- 

4 

sant n est négatif. 


Ces résultats se lient avec ceux des n M 57 , 6« , 64; et ce 
critérium , ainsi généralisé , se démontre d'une manière ana- 
logue à celle du n* Si : z' ou - est ici ou 

6 ' * f+9 * 


logue à celle du n* Sj 1 z? ou - est ici — ou 

6 ' * f ±. V—9 J +9 * 

ainsi la partie réelle de z' — - 1 est ) quantité qui ne 

peut être > o qu’autant que le nombre/ est positif et plus petit 
que u , et que <p est </ ( u — /). 


( O ) Appliquons ceci à l’équation . . . .- 

— 1 aar* 58 x* — 1 3 ax -f- 1 2 1 s= o.’ 


Cette équation est la même qui a été résolue au n* 55 ,' 
à l’aide de ses transformées successives en (a: — 1 ) , etc. , 
et des transformées collatérales eu ( z — i),(z, — j), etc. 
Il est aisé de reconnoitre [ 55 ] que ses racines positives, si 
elle en a , sont moindres que 5 . 

Les coefficient de l’équation inverse en z ou - étant. . 
tai — i 5 a-+- 58 — • 12+ ij 
ceux de l’équation en z' = 3z sont. . . 


tai — 5. i3a -f- 5*. 58 — S 5 .ia 4-3*$ 
eu bien xat — 8964- 5 aa— 3 a 4 + 81. 
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Les coefficiens de l'équation en (x'— -x), calculés par 

l'Algorithme , sont 

x 3 1 -f* 88 -f" 6o "f - 1 6 ■{* 4* 

Donc la proposée n’a point de racine positive moindre que 3 ; 
et comme elle n’en peut avoir qui soit égale ou supérieure à 
ce nombre , et que l’absence des permanences en exclut toute 
racine négative , il s’ensuit que l’équation en x n’a point de 
racines réelles. 

L’application de ce critérium n’a pas le même résultat dans 
l’équation suivante. . . . 

a 5 —- a,xx* -f- 0,4^5 -H o,855= o , 
équation dont la plus grande racine positive, s'il jr en a , est < 4 . 

Les coefficiens de l’équation en z'= 4-t = sont.. . . 

0*855 .+ 4 X o, 4 1 — 16 x a,x + 64 , 
ou bien... o,855 -j- 1,64 — 33,6 -f-64* 

Ceux de l’équation en ( z'— 1 ) sont. . . . 

o,855 -f- 4<ao5 — 3^,755 -f- 33,8 q5. 

Donc la proposée en X a , soit une couple de racines positives , 
soit une couple de racines imaginaires dont la partie réelle est 

entre o et 4 , et dont la partie précédée du signe — sous le 
/■ 

signe y/ est < ou < 4» 

Si l’on fait attention que les coefficiens de cette proposée sont 
les mêmes que ceux de la transformée en (a: — 1 ) du n"6a, on 
appercevra aisément que c’est un cas d’exception semblable à 
celui que présente l’équation en x résolue dans ce numéro. 

(P) Le problème de la résolution des équations numériques 
étant réduit par la nouvelle méthode à la recherche des racines 
d’une équation comprises entre zéro et un , il est avantageux 
de multiplier les mojens de reconnoître l’absence de toute ra- 
cine réelle entre ces deux limites : en voici donc un quatrième. 
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On prendra la somme des coefficiens de signe contraire à 
celui du dernier terme j si elle n’est pas plus grande que ce 
terme, on en conclura évidemment que l’équation n’a pour 
racine aucune valeur entre o et i. 

Ce moyen si simple , appliqué successivement aux diverses 
transformées , suffit quelquefois à la résolution d'uue équation. 
Reprenons l’exemple déjà employé. . . . 

x 3 — 4ar* 4- — 6 = o 

Coefficiens des équations. . . . 

en x. i — 4-f- 3 — 6 

en ( x — i ) . . . x — i — 3 — 6 
en (x — 3).. .14-3— j — 8 
en (x — 3).. .14-54- 6 — 6 
en (x — 4).. .1 4-84- 194-6 

Au premier coup-d’œil jeté sur les coefficiens , on reconnoît 
à l’aide de ce quatrième critérium, que la proposée n’a point 
de racine réelle entre o et 3 ; et par la règle de Descartes , 
on voit que la proposée n’a qu’une racine réelle , comprise entre 
5 et 4. Celte seule règle , d’ailleurs , suffisoit pour indiquer 
l’absence de toute racine réelle entre 1 et 3. 

(Q) Si l’essai du moyen précédent n'a pas suffi, on peut 
aussi prendre la limite , en plus , des valeurs positives que 
l’équation peut avoir pour racines entre o et 1, en la manière 
indiquée par la note (F), substituer cette limite à la place de 
l’inconnue dans les termes de signe contraire à celui du dernier 
terme , et prendre la somme des termes où la substitution a été 
faite. I our que 1 inconnue puisse avoir quelque valeur entre 
o et 1 , il faut évidemment, que cette somme surpasse la va- 
leur du dernier terme. Ce moyen est d’une application assez 
facile , quand la limite dont il s’agit est une fraction dont les 
deux termes n’ont, chacun , qu’un seul chiffre ; et il est souvent 
aisé de s’en procurer une semblable. 


( 64 ). 

(R) Si l’on fait — (x — i)=Ç, et par conséquent — x—% — i, 
après le changement des signes des termes de rang pair dan* 
les équations en ( x — i) et eni, on aura deux équations en £ 
et (Ç — i), auxquelles on pourra appliquer les mêmes mojen* 
indiqués dans les notes précédentes , pour manifester l'absence 
des racines réelles entre zéro et un dans l'équation en § , et 
par conséquent dans celle en x. 

(S) Ces divers moyens tendant à diminuer beaucoup le 
nombre des opérations , 11e doivent pas être négligés dans l'usage 
de la nouvelle Méthode. Néanmoins il pourra paroître conve- 
nable de ne point embarrasser les commençâns par trop de 
détails , et de les exercer d’abord à résoudre les équations par 
les seuls procédés indiqués dans le corps de l'ouvrage. 

(T) Un critérium d’une plus grande importance est celui 
qui résultera de la seconde proposition du n° 5g , si on l'admet 
en principe général pour une équation quelconque, « II arrive 
» quelquefois dans ces matières , dit Fontenelle , que l’on trouve 
» de bonnes méthodes, et qu’il n'esÇpas aisé d’en trouver une 
» démonstration assez précise ou assez claire. Ou voit la route 
» qu’il faut tenir , on voit que l’on arrivera , on arrive tou- 
» jours ; mais à toute rigueur , on pourvoit douter , et on ne 
v forceroit pas un incrédule , triomphe indispensable pour les 
» Mathématiques*. Et cependant la règle même de Descartes, 
la théorie des parallèles, et plusieurs autres vérités mathéma- 
tiques, ont été généralement admises long-temps avant quelles 
aient été rigoureusement démontrées. 
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Sur le CHAPITRE YI. 


(ü) D'après les équations 

i o (x— p ) — x', 10 (x' —p') = x',. . .'. .io (X e —' 5 — pt—'")) — aC4 $ 
on reconnoît aisément que 

*(■ 0 — m — iq * (x — p — £ — £- — — 

r \ r 10 ioo ioV 

Il est donc facile de passer , respectivement , des équations 
en(x' — p’) , (a* — p") y ( x* — p")y etc. aux équations en 

( x ~P~T-)> (x— p — £ — ■?—), (x—p — £ £ £— ) , etc. 

Généralement, les coefficicns de l'équation en(x (,) — p M ) 
du degré m, divisés respectivement, à compter de celui de la 
plus haute puissance, par(io*)°, ( ( io')“, deviennent 

les coefliciens de l’équation en — p — £^ — — ^-')- 

Ainsi le terme tout connu de cette dernière équation est 
égal au terme tout connu de celle en ( x w — ) , divisé par 
io“*. Par conséquent , le dernier terme d’une transformée en 
( x w —~p M ) , divisé par jo”, est égal au résultat que donne le 

nombre Çp + £^ 4-. -• substitué à x dans l’équation 

proposée. 


(a) Il résulte de ce qui précède que les transformées en 
(x — p ) , (x' — p’) , etc. , sans autre opération ultérieure de 
calcul que le placement convenable de la virgule indicative des 
décimales , donnent arithmétiquement les valeurs de l’ordon- 
née y , correspondant aux valeurs entières et décimales de 

9 


( te J 

l'abscisse x , dans la courbe qni a pour équation. ; . .- 

A,x“ + A,*" - ' + + A„x‘=y. 

On ne s'arrêtera point ici à montrer comment la considé- 
ration de ces valeurs numériques de y peuvent contribuer à la 
résolution d’une équation numérique. 

(b) Une autre conséquence est que les coefficiens de l’équa- 
tion en (x w — 10), respectivement divisés par 10% io*, 10*,... 10", 
deviennent ceux de l’équation en ( .X e * - 0 — p^~ — i); c’est-à- 
dire , l'équation en (as' — 10 ) , ainsi modifiée, devient celle en 
(x — p — i); l’équation en (a>* — 10) devient pareillement 
celle en ( x‘ — p — i ) , et ainsi de suite. Cela se prouve généra- 
lement par l’équation io ( æ ( *~° — p c " r‘ 5 )=x w j d’où 

xW — io = 10 ( æ c * — — p 1 * - 1 0 — i ). 

Or celte conséquence mérite quelque attention , en ce qu’elle 
fonrnit au calculateur un contrôle , ou, comme on s’exprime 
en Arithmétique , une preuve de la justesse des calculs relatifs 
aux transformées successives. Et par cette raison , lorsqu’on 
attache quelque importance à éviter les erreurs , et que les 
mêmes opérations ne se font point concurremment par deux 
calculateurs qui se servent mutuellement de contrôle , il con- 
vient de continuer les transformations jusqu’à celle en ( — io) , 

quoique , sans ce motif, on fût souvent dans le cas de s'arrêter 
plus tôt. 

Prenons pour exemple l’équation du cinquième degré du n’ 65 , 
On a pour les coefficiens de ses transformées. . . . 

en ( x — a)....i + 7 — f— 1 3 — 3 — 16 -j- 6. 
en (x — 3 ). . . . 1 + 13 + 5 i +88 + 5 o + 8. 

On s'est trouvé dans le cas de faire 10 (x — a) = x', et de 
calculer les équations en (a:' — 1), (xf — 3), etc. , jusqu’à 
celle en ( »' — 8 ) ; mais pour s’assurer qu’il n’y a point d’erreur 
de calcul dans ces transformations , il faut les continuer jusqu’à 
]’équation en ( x ' — 10 ). 
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Coefficiens des transformées 

en (x' — 8). . . . i-f-i io+ 4 i 8 o-t- 6 oao 6 -j-ao 544 o-J-i i”o88 

en (x' — 9). . . . 1+1 i5-|-463o-|-734io+3388a5+383oi9 

en ( x ' — 10). . . ,i+iao-f- 5 ioo-f- 88 ooo-j- 5 ooooo-f- 8 ooooo. 

I/es coefficiens de la transformée en (*'— ■ 10) respectivement 
divisés par jo“, 10', 10*, . ...io‘, deviennent 

k -+• 1 a 4* 5 r 4“ 4* 5 o 4* ^ > 

ils se réduisent , comme cela devoit être, à ceux de la transfor- 
mée en ( x — 3 ). 

(V). On a vu , dans le Chapitre VI, comment une même 
méthode nous sert à approcher davantage d'une racine déjà 
manifestée, à moins d’une unité près entière on décimale, et 
à opérer simultanément la vérification et l’approximation des 
racines qui restent encore à déterminer. Cette unité de méthode 
a été prescrite par la nature même de la chose , dans le dernier 
cas ; et il a paru convenable de la conserver dans le premier, 
autant pour ne pas déroger à la simplicité des moyens , que pour 
ne point multiplier les méthodes sans nécessité , et pour conserver 
danstous les calculs l’espèce de preuve ou de contrôle mentionné 
dans la note précédente. 

Voici néanmoins un nouveau procédé d'approximation que 
nous proposons pour le premier cas , c’est-à-dire pour celui où , 
à l’aide de deux transformées successives en (? — a-) et (? — x — 1), 
et en cas de besoin, de la collatérale en (£ t — 1 ), on a reconnu 
l’existence d’une seule racine comprise entre o et 1 , pour 
l’équation en ( £ — x) , et par conséquent d’une seule comprise 
entre x et x ■+■ 1 , pour l’équation en £. 

(a) Soit £ = x~\~ , ou Ç — x — Ç, ) soient respectivement 

x, et n, les limites , en moins et en plus , do la valeur de 
comprise entre o et 1 , déterminées conformément à ce qui a été 
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dit .plus haut [note (F)]. On peut prendre , ou te,, ou 17, pour 
deuxième valeur approchée de , les premières étant zéro et un } 
et par conséquent te -f- te, , ou te -f- n, , pour deuxième valeur 
approchée de Ç. 

Supposons d’abord qu’on veuille approcher de la racine par 
des valeurs de plus en plus convergentes , qui soient toujours 
inférieures à la valeur exacte. 

On fera Ç, = te, -f- , ou Ç, — te, = ; on passera de l’équa- 

tion en Ç, à celle en [ voyez la note (E)] , et l’on déterminera 
la limite, en moins, de la valeur de £. comprise entre o et i. 
Cette limite étant représentée par t% % , la troisième valeur appro- 
chée de £ sera te 4- tc l -f-te.. 

On se procurera ainsi successivement les équations en 
?j> ?<,- • •?.; et l’on aura -!r-Hr,+7T, +. . .+*, pour la (»+ i )'*"•* 
valeur approchée de g. 

Supposons maintenant qu’on veuille approcher de la racine 
par des valeurs de plus en plus convergentes, mais toujours supé- 
rieures à la valeur exacte de jj*. 

On passera de l’équation enrÇ, à ccîle en f?, — IT,);puis faisant 

= TT, — H, ou H = — (Ç, — II,) , on obtiendra l’équation 
en S, en changeant les signes des termes de rang pair dans 
l’équation en ( £, — 17,). Il ne restera plus qu’à obtenir des 
valeurs de plus en pins convergentes , mais toujours inférieures 
à S; de sorte que la valeur de plus en plus approchée de 
(II, — H) ou Ç, , et par conséquent celle de £ on tr-f-jj,, de- 
meureront toujours plus grandes que la valeur exacte. Ces 
approximations vers la valeur de S se feront de la même 
manière que dans la première supposition. 

(b) Prenons pour exemple cette équation que nous avons déjà 
résolue [54], à moins d’une unité près.... 

X 3 — 2X — 5 = 0 . 
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On a trouvé pour les coefficiens de ses transformées.... 

en (a; — a ). . . . i -f- 6 + io — i 
en (a; — 3 ). . . . 1 -j- 9 -f- a 5 + 16. 

Il résulte de ces transformées que l’équation en ( x — a ) a 
une racine comprise entre o et i , dont les premières valeurs 
approchées, l’une en moins, l’autre en plus, sont , respective- 
ment , o et i . Mais , en outre , ces deux transformées fournissent 
immédiatement les secondes valeurs approchées de cette racine , 

qui sont t ^ ou ~ pour la valeur en moins , et ou ^7 

pour la valeur en plus. [ Voyez la note (F). ] 

On voit donc , en se bornant aux valeurs approchées en 

moins, que les deux premières sont , pour la proposée .... 

- ■ ' ’ 

3 et 3 + f-, on — -, on bien 3,0909090909. .... . * 

Il 11-.. 1 . 

On reconnoîtra ci-après que cette dernière valeur est exacte 
dans ses deux premières décimales. 

Il faut maintenant, en faisant x — a = £, , passer de l’équa- 
tion en à celle en eu ( 77). On peut emplojer à 

cet effet l’Algorithme modifié [note (E)] , de la manière 
suivante. 

Soit 1 if, = : on a pour les coefficiens des équations. . . . 

en Ç', 1-4-6.11-4-10.11* — 1 . 1 1* 

ou .1-4-66 - 4 -iaio — i 53 i 

en(f,-_ , )...., +69 4:1345 — 54 . , iuiii : .l 

Substituant à — 1 sa valeur 11Ç, — 1, ou n 

et faisant £, — -7 = ?., on a pour les coefficiens de l’équation.... 

enÇ,....n J -f- 69 . m* -(- i 3 zj 5 . 1 1 — 54. 
ou i 33 i - 4-8349 +«4795 — 54 . 
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La limite , en moins , de £. est - . , 5 ^. -» ou j 

s 54 +i4 79 5 14849 274 +|î* 

limite à laquelle on peut substituer , pour plus de simplicité , 

—g = 1 1 = o,oo 36363636 

Ainsi la troisième valeur approchée de x est . . . 

3 + Tî "+■ n!ï5» ou 5^» ou bien • . . 

Nous ferons voir que cette valeur est exacte jusqu’à la qua« 
trieuse décimale inclusivement. 

On passe ensuite, de la même manière , de l'équation en jjj, à 
celle en Çjau^Ç, — Faisant ii.a 5 Ç,=^’,, et substituant 

dans l’équation en £, , on a pour les coefficiens des équations. . 

' en + 6 g.a 5 + ï 345 .a 5 ‘— 54 .a 5 ’ 

• ou ......1 + 1735 + 84 o 6 a 5 — 845750 

en (Ç', — 1)... .1 + 1738 +844078 — 1399. 

Substituant à£'.— 1 sa valeur n .a 5 Ç.— f, ou x 1 . a 5 (?»— 7—5)» 

et faisant ■■ 1 j5 =c , on a pour les coefficiens de l’équa- 
tion 

en £,.... Ii , .a5 1 +i7a8.n*.a5‘+844078.ii.n5 — 1399, 

ou 30796875+13763750 +a 3 aiai 45 o —1399. 

La limite, en moins, de Ç 3 est.... 

• •* — 1 "7E" » ou ~ s ^"y r- *, ou bien — — rrr * 

i3gg+*3aiai45o ' a3aiaa84g ib5gao — 

Mais on peut , pour simplifier , lui substituer...-. 

i 1 

rëSgâS* - a 5 . 6637 - 


Digitized by Google 


est ... . 


( 71 ) 

Ainsi la quatrième valeur de x , approchée en moins , 

3 1 1 375 1 b 5 ga 5 ’ 

OU 3,094545454545- . .+0, 00000602681 9. . ; , 

ou bien.. . .2,094551481364. . . ., 

et cette dernière valeur est exacte jusqu'à la neuvième décimale 
inclusivement , comme on le verra plus bas. 

■ ' I 1 2 _ 

(c) Les valeurs approchées de cette même racine, calcu- 
lées par Newton , suivant le procédé qui lui appartient, sont.. . . 

a. . . .a,i . . . .3,0946. . . .3,09455147. ... 


M. Lagrange a aussi calculé , suivant son procédé, les valeurs 
approchées de cette racine , en fractions continues , alternati- 
vement pins petites et plus grandes que x. Les résultats sont. . . . 


a ai_ a 3 44 ni ^55 {>76 73 i 1307 1 64 1 5 

1 ’ 10 ’ 11* ai r " 5 ? ’ 74 ’ 375 ’ 34 g ’ 624 ’ 7837 ’ 


La dixième de ces valeurs, . qui est approchée en plus, 
étant réduite en décimales , devient 3,0945514865. 

I.es valeurs approchées en moins , trouvées suivant le nou- 
veau procédé que nous indiquons dans cette note , étant. . . . 


. 1 a 3 

. . 3 H OU — . 

'11 11 


,i,i 578 

.3-1 =0U-4 . . .3-f 

Il 1 273 373 ' 


11 ' a75~i65g35* 


on bien 3,09090909 3,09454545 3,09455 1 48 1 564 ... , 

on voit que ce procédé a donné des résultats un peu plus exacts 
que celui de Newton, et qu’il les a donnés plus promptement 
qu’on ne les obtient par le procédé de M. Lagrange. 

En outre, ce procédé est général et siir, et la méthode de 
Newton n’a pas ces avantages. «En général , l’usage de cette 
» méthode n’est sûr , dit M. Lagrange , que lorsque la valeur 
» approchée est à la fois ou plus grande ou plus petite que 
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» chacune des racines réelles de l’équation , et que chacune det 
» parties réelles des racines imaginaires; et par conséquent, cette 
» méthode ne peut être employée sans scrupule que pour trouver 
» la plus grande ou la plus petite racine d’une équation qui 
» n’a que des racines réelles ou qui eu a d’imaginaires, mais 
» dont les parties réelles sont moindres que la plus grande 
» racine réelle , ou plus grande que la plu9 petite de ces 

» racines en regardant, comme on le doit, les quan- 

» tités négatives comme plus petites que les positives , et les 
» plus grandes négatives comme plus petites que les moins 
» grandes. ( De la Résolution des Equations numériques , 
» page i4‘ • ) > 

Si l'on emploie , au lieu du procédé de Newton , la méthode 
d’approximation tirée des séries récurrentes , on trouve , pour 
les valeurs approchées de a:, dans l’équation ac*-— ax — 5 = o.... 

3,089. . , .3,09467. . . .2,094549. •• .a,c>9455i5. . .etc. 

On ne pourroit , ainsi que l'a prouvé & 1 . Lagrange, employer 
généralement cette méthode d'approximation pour chacune des 
racines réelles d’une équation quelconque , qu’autant que l’on 
connoîtroit d’avance une valeur approchée de cette racine , 
telle que la différence entre cette valeur et la vraie valeur de 
la racine fût moindre en quantité, c’est-à-dire , abstraction 
faite des signes , que la différence entre la même valeur et 
chacune des autres racines , et en même temps moindre qne 
la racine quarrée de chacun des produits des racines imagi- 
naires correspondantes , s’il y eq a , diminuées de la même 
valeur. Autrement , cette méthode ne sert qu’à trouver la plu* 
grande et la plus petite des racines réelles ; encore faut-il que 
le quarré de la plus grande ou de la plus petite racine cherchée 
soit en même temps plus petit que chacun des produits réels 
des racines imaginaires correspondantes , et qu'on ait quelque 
moyen de s’en assurer. [£>e la Résolution etc. , pag. 147, i 5 i]. 
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( d ) Nous avons indiqué plus haut comment on pourroit sa 
procurer une suite de valeurs approchées de l’inconnue , conver- 
gentes en plus. Mais pour éviter des calculs inutiles, on peut, 
au moyen de quelques opérations ajoutées à celles qui ont donné 
les équations en Jf, , £, , Ç 3 ,. . •£, , obtenir une limite , en plus , 
de ç, , et par conséquent de tontes les vajieurs approchées de Ç , 
depuis la première jusqu’à la »**"*•. Nous prendrons d’abord 
un exemple particulier, et nous traiterons ensuite ce sujet d’une 
manière générale. 

Dans l’exemple qui nous a servi, on a trouvé ^ j ou ùfây* 
pour la valeur de ir 3 , c’est-à-dire, de la limite, en moins, 
de £j. Faisant donc et calculant les équations 

en i-'j , ( — j ) , ( — a ) , on trouve pour les coeffîciens des 

équations. . . . 

en (;'j — 1 ) ... 387731 049+408998623 1 04.007 — 1304.9759756 

en (£'j — a) .. . 1 33 1 + 1 387733043+40902 1 398548998+40898796 1 06753 1 


Puis on fait io 5 (^'j — 1 ) = et l’on obtient les coeffîciens 

des équations. . . . 


« n 1*1 1 + 1 38773 1 049000+4089986 a 3 1 04907000000—1 30.49759756000000000 

•d (;'j — 1 ) . .. 1 33 i + 1 3877a 1 o5ag9 5 + 4 o 8 g 986 a 5 S 8 o 349 101993 +396948864736638 ooo 33 1 . 


Donc la limite, en plus, de j-"| est.... 
408998 


PU 


40899» +396948- 


, 4 ° r 92 L 

800897. 


On peut donc faire < g-?-, et par conséquent 




p ^ 404 .. . et k - _» . • 

4 3 ^ ^806000* ^ i 65 ; )a 5 ^ i 659 a 5 . 8 o 5 ooo 


rf 7 


D’une autre part , on a 5- 

. ' , ... , 

Donc, en se tenant a celte derniere valeur, 1 erreur est 

moindre que J°j* o5ooo ou o,oooooooo 3 oGa . . . . 

10 
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Bien plus , dans l’exemple qui nous occupe, il suffit de je 1er 
les jeux sur les coefficiens de l’équation en fi pour reconnoître 
qu’on a 

, et par conséquent %' , < i -f- 73333 

K ^ 1 1 1 ■ 

et. • • Ç3 < ,65ga5 ’’ ifa5ga5oooo ’ 

donc l’erreur est moindre que o, 000000000603681g. . .. 

Il suffisoit même de l’équation en (Ç'j— 1 ) pour s’assurer d’un 

tel résultat , puisqu’à la seule inspection des coefficiens de cette 

équation , on peut reconnoître que 1 on a £ j— 1 < Tôôôô' 

Cette même équation fait voir que £'3— » est plus graud 

V» 4^ donc on a 

?'»> 1 + 47535 » et + iS5ga5.4K>°° ’ 

ou >0,000006036819 -|- 0,0000000001469- • 

ou bien > o,ooooo6oa6g6 

On a de l’autre part 

^ . ibSgaS "4" î üSsaâoooô ’ 

ou < 0,000006036819. 0,0000000006036. .. . 

ou bien < 0,00000603743 .... 

Ici la différence des deux limites est 0,00000000046. . . . 

Donc , si l’on prend une des deux limites pour la valeur 
de Ç,, l’erreur ne peut avoir lieu qu’à la dixième décimale. 

Ainsi la valeur exacte de x, dans l’équation x 3 — xx— 5 =©,_ 
est entre 

3,09455i48i 3 et 3,0945514844 

et même entre. . . 

3,0945514815 et 3,0945514819 

En prenant le premier de ces nombres , ou l'un des deux 
derniers , pour la valeur approchée de i, ou est assuré que 
cette valeur est exacte jusqu’à la neuvième décimale, inclusi- 
vement, comme nous l’avons annoncé plus haut. 
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On est également assuré par ce moyen, que les deuxième et 
troisième valeurs approchées en moins , que nous avons trouvées 
ci-dessus pour x, sont , respectivement , exactes jusqu’à la seconde 
et à la quatrième décimale , inclusivement. 

La dixième approximation , suivant le procédé deM. Lagrange , 
a bien donné la huitième décimale exacte , mais l’exactitude de 
cette décimale n'est pas assurée par le procédé même , vu qu'il 
indique pour limite de l’erreur, o,oooooooi 63 . . .; d’où il résulte 
que la valeur de x est comprise entre.... 

3,094551470a et a, 09455 s 4865 

et que l’exactitude de la valeur approchée n'estgarantie que pour 
les sept premières décimales. 


(e) Voici maintenant comment on peut procéder d’une ma* 
nière générale. 

Soient 

= X ; tr, = ^ ; et KX = X'. 

X n’ayant qu’une valeur entre o et 1 , X' n’en a qu’une seule 
entre o et K. 

On se procurera donc le* deux transformées en (X'-—P') 
et (X' — P'— 1) dont les termes tout connus sont de signes 
contraires; P' étant < K. 

Ces deux transformées fournissent déjà nne double limite , 
en plus et moins , pour ( X' — P') , et par conséquent pour X. 

Mais pour avoir des limites plus resserrées, on fera 

10" (X' — P')=X'; et comme (X' — P') n’a qu’une seule valeur 
entre o et 1 , X' n’en a qu’une seule entre o et 10*. 

On se procurera donc les deux transformées en (X*— P') 
et ( X" — P* — 1) dont les termes tout connus sont de signes 
contraires; P* étant < 10*. 

Ces deux transformées donneront une double limite , en plus 
et en moins , de (X*— P’) , et par conséquent , de X' et de X. 
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Soit la limite en moins = -if-, et la limite en plus = -^,. 
On aura X'— P*> et < 


d’où 

et 


X '> P '+i^' et <P '+77 
P* 


X' — P' > -— -f 


io’K" ’ Ct < 10* 


d’où X' ou KX > P'+ 
et enfin 


X > R" 


io" io"K‘ 
P* 


-, et <P' + 


io* A' 


et 


X< 


p' 


lo"K 

P* 


io"Kk* 


K- îo’K I0 "KA*' 

Si l’on prend pour X une de ces deux limites , l’erreur sera 

moindre que leur différence , qui est — ^ 7 - 

Soit N'-f-i le nombre de chiffres que renferme le nombre 
entier K. Il est évident que l’erreur sera < — d’où il snit 

IO* + " 

que si on veut obtenir, par ce procédé, une valeur approchée, 
exacte juSqu’à-la **“* décimale, au moins, il faut , pour en être 
généralement sûr, prendre N = n — n'. 

C'est ainsi que dans l’exemple dont on s’est servi, K ou i65ga5 
étant composé de six chiffres, d’où n' = 5, on a dû faire n= 3, 
si l’on a prétendu avoir une valeur exacte jusqu’à la huitième 
décimale. 

Dans ce même exemple , P' s’est trouvé =o , et P’ = i ; ce 
qui a rendu le calcul très-expéditif. En pareil cas , si l’on s'en 
tient à ^ pour la valeur de X approchée en moins , l'erreur 


est toujours moindre que ; et par conséquent < 




( f ) Ce procédé pourroit être étendu à la recherche de plu- 
sieurs racines comprises entre deux nombres entiers consécutifs , 
et l’on tireroit pour lors un assez bon parti du critérium que 
nous avons généralisé dans la note (N). Mais il nous paroît 
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inutile d'entrer clans ces détails. Notre principal objet dans cet 
Ouvrage , a été de présenter, pour la résolution des équations 
numériques , une Méthode qui fût praticable , comme mécani- 
quement; la science du calcul pouvant, de môme que les arts, 
avoir ses manouvriers , et en tirer , dans des travaux en grand , 
de notables avantages. Sous ce rapport, notre Méthode générale 
sera peut-être préférée au procédé particulier que nous donnons 
ici, surtout si l'on ne vent avoir des racines exactes que jusqu’à 
la seconde ou troisième décimale. 

(g) L’évaluation des racines en fractions continues , suivant 
le procédé de M. Lagrange, est particulièrement recomman- 
dable, lorsqu'elle fait connoîlre les facteurs commensurables 
du second degré dans un polynôme qu'on se propose de décom- 
poser en facteurs de ce degré. Mais quand il ne s’agit que de la 
résolution, proprement dite, d’une éqnation numérique, ce 
procédé ne nous paroit pas préférable à l’approximation en 
nombres décimaux , soit pour la commodité des calculs , soit 
pour la rapidité de l’approxitiialion. De plus , la méthode de 
M. Lagrange et la nôtre étant de telle nature qu’on y procède 
simultanément à la vérification et à l'approximation des racines, 
il semble que c'est surtout à ces deux Méthodes que l’évalua- 
tion des racines en fractions continues ne sauroit être générale- 
ment convenable. Par exemple , dans celle de l'illnstre Géo- 
mètre , si le nombre D , ou la limite do la plus petite diffé- 
rence des racines , étoit un millième , il est évident que chaque 
racine seroit tout à la fois reconnue et appréciée , à moins 
d'un millième près. Or il paroit infiniment dur , lorsqu’on a 
obtenu par des milliers de substitutions, une valeur aussi ap- 
prochée , d'être forcé de rétrograder jusqu’à la valeur du plus 
grand nombre entier contenu dans celte racine , pour chercher 
une nouvelle évaluation en fractions continues. 

C'est par un semblable motif, joint à quelques autres , 
que nous n’avous pas cru devoir adapter ce procédé à noir» 
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Méthode ; et ce motif semble plus décisif encore dan* la Méthode 
de M. Lagrange, qui exige un bien plu* grand nombre d’opé- 
rations pour la manifestation des premières limites des racines. 
En effet , lorsque D est , par exemple , un millième , on ne 
peut , suivant la méthode dont il s'agit, découvrir deux racines 
moindres que l'unité , telles que 0,920... et 0,931... , qu’au 
mojen de neuf cent vingt-deux substitutions , tandis que le 
nombre des transformées exigées pour le même objet dans la 
nouvelle Méthode , égale seulement 1 o -+■ 3 + a , c’est-à-dire , 1 5 . 
En un mot , s'il faut découvrir une racine ajant n décimales , 
la recherche de ces décimales n’exige au plus que 10 .n trans- 
formations , tandis qu'elle peut exiger jusqu'à 10* substitutions , 
suivant la progression o, D, aD, etc. 

(h) La comparaison que nous venons de présenter , con- 
cernant le nombre des opérations , dans la nouvelle Méthode 
des transformées, et dans la Méthode des substitutions suc- 
cessives, telle qu'elle a été perfectionnée par M. Lagrange, 
a donné lieu à une observation qu’il est bon de rapporter ici, 
11e fût-ce que pour empêcher qu'elle ne soit désormais repro- 
duite. 

« Si la résolution des équations , a - 1 - on dit , exigeoit 
» l’emploi d’une pareille Métbode ( celle de M. Lagrange), 
» assurément celle de l'Auteur, quoique très-longue, mériteroit 
» encore la préférence. Mais , pour l'ordinaire, on ne procède 
v pas ainsi. La Méthode de Newton , qui est la plus usitée , 
Y suppose qu’on connoit , soit par la voie des substitutions , 
» soit par des constructions géométriques , une première va- 
> leur de x , qui approche au moins dix fois plus d’une racine 
» de l’équation que de toute autre racine ; et d’après celte 
» valeur, on en trouvera facilement une autre dont l'erreur 
» n'est qu’environ le quarré de la première , savoir ~ , si la 
n première valeur est Une seconde opération qu’on peut 
» faire par la même formule , réduit l'erreur du centième à 
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> son quarré , qui est d’environ 7-^5^ , et ainsi de suite. D’où 

> l’on voit que l’approximation continuelle est beaucoup plus 
ï rapide par cetle Méthode que par celle que propose l’Auteur. 
* [Il s'agit de celle que nous avons exposée au Chapitre VI}.? 

Une pareille observation prouve que son Auteur n'a nulle- 
ment compris l’état de la question. Nous nous sommes proposé 
de comparer deux Méthodes qui, l’une et l’autre, procèdent 
simultanément à la vérification et à l’approximation des racines, 
et qui jouissent, toutes deux, de l’avantage de résoudre géné- 
ralement et avec certitude, une équation numérique , dans des 
cas où toutes les Méthodes précédentes échouent , ou n’abou- 
tissent qu’à des résultats faux ou douteux : et l’on vient nous 
opposer le procédé de Newton , qui n’est pas même une mé- 
thode de résolution proprement dite , et qui d’ailleurs , 
comme nous l'avons dit plus haut d’après M. Lagrange, n'a pas 
même le mérite d'être généralement sûr! Ce procédé, fût-il 
aussi sûr qu’il l’est peu , est évidemment insuffisant pour l’ap- 
proximation des racines qui, étant par exemple, 8,i...8,a.,.8,3..., 
ont une même première valeur connue 8 , tandis que , dans 
notre Méthode , il ne faut que quelques instans pour découvrir 
la décimale de chacune de ces racines. Et c’est un procédé aussi 
incertain qu’incomplet qu’on a prétendu opposer à une Mé- 
thode générale et sûre ! 

Encore une fois, nous en appelons à la pratique. Qu’on 
se donne la peine de résoudre les équations numériques par les 
diverses Méthodes , et l’on verra qu 'abstraction faite du pro- 
cédé approximatif indiqué dans cette note , notre Méthode 
générale , même en ne faisant découvrir , qu’un à un , les 
chiffres de la racine , est encore celle qui , dans son ensemble, 
se trouve en même temps , la plus sûre et la plus expéditive. 
Bien plus, dans certains cas, on sera forcé de reconnoître qu’elle 
est la seule praticable. 

Il faut l’avouer , cette observation , que nous avons rapportée 
textuellement , et l’objection citée au n° 48, réunies à quelques 
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antres indices, ont paru provenir d'une disposition d’esprit peu 
favorable , et nous ont rappelé la pensée de Pascal au sujet 
de ceux qui inventent. Il faut sans doute, suivant son conseil, 
que celui qui a rencontré quelques inventions , ne se pique point 
de cet avantage. Quand on considère un objet sous toutes ses 
faces , avec une attention persévérante , il est difficile qu’il ne 
se présente pas à l’esprit quelques vues nouvelles; et, ce qui 
semble réduire à peu de chose cette gloire à laquelle on croit 
pouvoir prétendre par des inventions scientifiques , c'est que la 
science même a ses hasards, et que souvent les inventions s'offrent 
comme fortuitement à l'esprit , à l’instant même où ses recher- 
ches le portoient ailleurs. Mais il peut , du moins, être permis 
à l’auteur d’une découverte utile , de desirer que la commu- 
nication qu il en dopne , soit accueillie avec quelque bien- 
veillance. 

(X) Quoique l'on puisse tirer quelque parti de la nouvelle 
Méthode pour la détermination des racines imaginaires , nous 
ne nous arrêterons point à cet objet , qui appartient au pro- 
blème de la décomposition d'un polynôme en facteurs réels 
du second degré, plutôt qu'à celui de la résolution des équa- 
tions numériques ; l’objet essentiel de celte résolution étant de 
trouver les valeurs réelles qui peuvent être attribuées à l'iuconnue. 
C'est ceqn’areconnu M. Lagrange, lorsqu’il a donné des moyens 
de trouver une limite de la plus petite différence des racines, sans 
recourir à l'équation aux quarrés de leurs différences. 

Cependant l’illustre auteur a cru pouvoir surabondamment se 
servir de cette équation , qui donne la valeur de la quantité B 
précédée du signe — sous le radical danslcs raciues imaginaires, 
pour déterminer , au moins par approximation , la partie réelle 
de ces racines. Pour cela on substitue A -j- \/ — B à x, dans 
la proposée, et on en tire deux équations en A, dont l'une a 
tous ses termes réels , et dont l’autre a tous ses termes multipliés 
ijar y' — B, facteur commun que l’ou fait disparoitre ; ce 
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qui rend les fermes de la seconde équation fous réels , parce 
qu'ils ne dépendent alors, ainsi que ceux de la première , que du 
quarré de \/ — B, c’est-à-dire, de — B. 

Ensuite, procédant à la recherche du plus grand commun di- 
viseur de ces deux équations , on s’arrête au reste où A n'est 
plus qu’au degré n et au-dessous , n étant le nombre des valeurs 
égales que l’équation au quarré des différences a fournies 
pour B. Ce reste étant égalé à zéro , on y substitue à B sa 
valeur exacte ou approchée, et cette équation étant ainsi devenue 
numérique , on en tire les valeurs réelles de A. 

Cette résolution a, comme l’on voit, l’inconvénient d'exiger 
la formation de l’équation aux quarrés des différences; mais en 
outre , il semble qu’on puisse douter qu’elle soit généralement 
exacte dans les cas où le plus grand commun diviseur est de plu- 
sieurs dimensions. Caria substitution de la valeur approchée de B 
ne donnant aux coefficiens de l’équation en A qu’une valeur 
approchée, ne peut-il pas arriver que cette altération, même très- 
légère, change la nature des racinesde l’équation , en substituant 
des racines imaginaires à des racines réelles , et vice versd ? 

Lorsque le reste égalé à zéro est seulement du premier 
degré , et qu’on a ainsi déterminé la valeur de A en fonction de B , 
il semble qu’en y donnant à B deux valeurs respectivement ap- 
prochées en plus et en moins , il en doit provenir deux limites 
entre lesquelles se trouve la valeur exacte de A. Cependant le 
résultat même obtenu par M. Lagrange , dans la résolution de 
l’équation x 3 — ax — 5 = o , est évidemment fautif. D’après ce 

résultat , la valeur de A seroit comprise entre — || et — [ De 

la Résolution etc. , pag. 5 g]. Or on a vu plus haut que la racine 
positive de l’équation est bien certainement 3,0945...; et son 
second terme ayant zéro pour coefficient , il s’ensuit avec la 
même certitude , que A égale la moitié de cette racine posi- 
tive , précédée du signe — ; on voit donc que la valeur exacte 
de A est comprise entre — 1,047. • ♦ et — 1,048, . . Ce résultat 
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n'est nullement «l’accord avec le précédent ; ce qui vient appa- 
remment de quelque erreur de calcul. 

L’observation que nous avons faite sur le changement possible 
de la nature des racines d’une équation par une légère altération 
dans la valeur de ses coefficiens , peut aussi inspirer quelque 
doute sur la légitimité de la résolution de deux équations à deux 
inconnues x et_y, lorsqu’après l’élimination de x, on obtient 
pour y une valeur seulement approchée, dont la substitution 
ne peut produire que des coefficiens d’une valeur approchée 
pour l'équation en x. La même difficulté se rencontre dans 
la décomposition d’un potynome en facteurs du second degré. 

D’une autre part , il seroit extrêmement fâcheux de ne pou- 
voir , en aucun cas, se fier aux résultats qu’on obtiendroit d’one 
équation numérique , propre à résoudre un problème pbjsico- 
niathématique , lorsqu’on n'a point la valeur rigoureuse de ses 
coefficiens. Il est donc à desirer que l’on trouve quelque règle 
certaine qui fasse connoître quelles sont les équations dont les 
racines ne changent point de nature, malgré l’altération produite 
dans leurs coefficiens, 

(Y) On auroit un grand embarras de moins , si l’on pouvoit 
découvrir toutes les valeurs réelles de l’inconnue , sans dé- 
pouiller l’équation des racines égales qu’elle peut avoir. Ou 
a vu que , dans notre Méthode [46] , la présence des racines 
égales commcnsurables ne forme point un obstacle à la réso- 
lution d’une équation; et il est aisé d’appercevoir que la présence 
des racines égales imaginaires n’en forme pas davantage. Bien 
plus , lorsqu’on sait d’avance que toutes les racines de l’équa- 
tion sont réelles , on peut la résoudre , sans qu’elle ait été 
préalablement dépouillée de ses racines multiples , même de 
celles qui sont réelles incommensurables. Car une fois qu’on 
sera parvenu à reconnoitre l’existence d’une racine , au moins, 
entre doux limites qui ne diffèrent' que d’uue unité décimale 
de l’ordre que l’on veut , ou qu’exige le problème dont la so- 
lution dépend de l’éqnation à résoudre , il est indifférent, pour 
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la pratique , que la valeur trouvée appartienne à une ou k 
plusieurs racines, soit absolument égales enfr’elles, soit égales 
seulement jusqu'à tel chiffre demandé. L'essentiel est que l'on 
connoisse toutes les valeurs réelles qui représentent, jusqu’au 
degré requis d’exactitude , celles dont l’inconnue de l’équation 
est susceptible. 

D'après celte considération , on pourroit même, dans tous les 
cas, laisser subsister les racines égales d’une équation numé- 
rique, si l’on avoit le moyen de connoitre une limite, en moins, 
de la valeur de <p, c’cst-à-dire, de la plus petite valeur que 
pourroit avoir la partie des racines imaginaires représentées 
par A± \/ — <p , précédée du signe — sous le signe y/. 

En effet, lorsque l'existence d’une couple de variations dans 
la collatérale en ( z f — i ) a donné lieu de présumer qu'il y a 
une couple de racines réelles entre o et i , dans l’équation en 

(x — p) , et qu'on est ensuite parvenu à l’équation en 

( x ( ‘ } — p M ) et à sa collatérale, sans que cette présomption soit- 
détruite, on en peut conclure que la présomption se change eu 
certitude, quand on sait d’ailleurs que, si les deux racines qui 
occasionnent les variations dont il s'agit étaient des imaginaires 
de la forme Arfc\/ — <p , la valeur de <p seroit, d’après sa 


limite en moins, plus grande que ^ ^ ; car, dans ce cas, 

l'existence de ces racines imaginaires devroit se manifester 
par l’équation collatérale en ( zL — i ), qui n’auroit point de 
variations de signe , et la présomption de l’existence des racines 
réelles entre p et jo-J- i devroit être ainsi détruite [66]. 

Or il paroît qu’en substituant V* — <P àl’inconnue de l'équa- 
tion en (x — p — 7^ • • • — on peut déterminer une li- 


mite de la plûs petile valeur dont $ soit susceptible, la valcurde 
la partie réelle A' étant supposée exister entre... 

r+i+---+Ç.« p+ï+...+^. 
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L'objection qui résulte de la légère altération des coefficiens, se 
représente ici, mais moins grave que dans la note précédente. 
Il semble bien que celte altération , toute légère qu'elle puisse 
être, suffit pour rendre positif, dans l’équation en ç , tel 
coefficient, quieilt été négatif, si l’on n’avoit pas pris pour A 

une valeur simplement égale à p . . .-f- j ou bien , 

vice versâ. Mais cet inconvénient ne paroît devoir conduire 
qu’à l'obligation de modifier la manière de déterminer la limite, 
en moins, des racines d’une équation numérique. Cette manière 
dépend , comme on sait , de celle de trouver la limite, en plus, 
des racines de l’équation inverse. C’est donc cette dernière déter- 
mination qu’il faudra modifier, en prenant le plus grand de tous 
les coefficiens de cette équation , au lieu du plus grand coeffi- 
cient de signe contraire à celui de son premier terme. Au surplus, 
nous n'entendons donner ici qu’un simple apperçu, concernant 
la possibilité de conserver les racines égales dans la nouvelle 
Méthode. 

(Z) On voit que nous nous sommes frayé une route bien diffé- 
rente de celle qui a été tracée par l'illustre Auteur du Traité 
de la Résolution des Equations numériques. Mais c’est en 
nous fortifiant par la lecture de ses écrits , que nous avons 
appris à marcher seuls , et nous nous plaisons à lui rendre ici 
cet hommage. 

Tout en recommandant aux Auteurs de son temps , la lecture 
assidue des écrits des Grecs...... 

(Tos exemplaria grceca 
Kocturnâ versale manu , versait diurna ) , 

Horace ne savoit pas mauvais gré aux Ecrivains de Rome de 
ne pas se traîner servilement sur les pas de leurs Maîtres, et 

d’oser aussi marcher dans leurs propres voies 

Aec minimum manière dtcus vestigia grceav 
Ausi dtserere 

• FIN. 
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Epitre dèdicatoire a sa. Majesté l’Empereur et 
Roi. 
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Errata pour ce Volume • 


Page 106, ligne 16; après ce mot l'immersion, ajoutez et l'émersion.’ 

Page i 3 a, ligne 18; au lieu de q , Usez p. 

Page 140 , avant-dernière ligne-, au lieu de n°, 4 °C 93 > Usez n°, 3 <) 34 . 9 ' 

Page 1 48 , dans le terme — ( 1 + 1 ) Ç ■ • substituez ( 1 -f- p' )* , au lieu do 

( 1 +p')- Faites la même substitution dans les termes analogues des pages 158 , 
i 63 et 168. 

Page i 5 o, lignes 1 et 8; au lieu de sin. V, Usez cos. F. 

Page i 57, ligne 3 , au lieu de — 0,00039871 .sin. F, lisez 

1 — 0,00039871 . cos. F. 

Jbid. ligne 10 ; au lien de — 5 17", 4 , lUez — 483", 7 et au lieu de sin. V, Usez cos. F. 
Jbid. ligne i 3 ; au lieu de sin. F, lisez cos. F. 

Page 1 83 , lignes dernière et avant-dernière , changez les sinus en cosinus.; 

Page 164, lignes 6 , 7 , 8 , 9 , au lieu des nombres 

0,507639, — 0,07656g; —0 ,oo5571,' — 0,0009314, 

substituez 

o, 544 ia 4 , — 0,083079, — 0,00597a, — 0,001 o 34 - 

Page 1 67 , lignes 1 et 3 ; substituez 6 , au lieu de v sous le signe si-v 

Page 173, ligne 1 5 ; au lieu de 3 g l a 3 '' 44 > Usez 3 ga 3 ', 44 - 
Page aS 4 , ligne 19; au lieu de 3o93o3", Usez 3o93o',3. 
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